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Re´sume´
Dans ce travail de the`se, le comportement des composites stratifie´s est e´tudie´ en utilisant des
de´veloppements d’ordres e´leve´s ou de type layer wise. Un mode`le layer wise LS1 (et l’e´le´ment fini
a` huit noeuds qui lui est associe´) a e´te´ de´veloppe´ en premier lieu pour l’analyse spe´cifique des
contraintes entre les couches pour des proble`mes de bords libres ou bien pour l’e´tude des liaisons
entre les couches. Il est fonde´ sur un mode`le de type layer wise qui conside`re le stratifie´ comme une
superposition de plaques de Reissner couple´es les unes aux autres par des efforts d’interfaces. Cet
e´le´ment a 5n degre´s de liberte´ par noeud (n e´tant le nombre de couches) et donne une pre´diction
des contraintes d’interface.
Les travaux pre´ce´dents se concentraient sur la pre´cision et l’utilisation de l’estimation de ces
contraintes d’interface. Mais le mode`le permet aussi de calculer les de´placements et les de´flexions
ainsi que d’extraire les contraintes dans l’e´paisseur avec ou sans post-traitement. Dans ce me´moire,
la pre´cision et la validite´ du calcul des de´placements et des contraintes ont e´te´ e´tablies a` partir
d’un nombre important de benchmarks en flexion de composites et des plaques sandwich. Le but
de cette e´tude est aussi de mieux positionner et de promouvoir cette approche en contraintes issue
des travaux de Pagano peu utilise´s et mal re´fe´rence´s.
Ce mode`le est ensuite de´veloppe´ et imple´mente´ dans le code de calcul par e´le´ments finis Abaqus
via la routine utilisateur User-Element (UEL). Pour de´montrer l’efficacite´ du mode`le et du code
de calcul, des exemples qui comprennent des plaques isotropes et anisotropes sont traite´s.
Mots clefs : composites, e´le´ments finis, multicouche, mate´riaux, layerwise, User Element,
Abaqus, imple´mentation.
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Abstract
In this document, the behaviour of laminated composite is investigated using several high
order or layerwise finite element calculations. A layerwise model and its devoted finite element
on Co eight-node layerwise finite element have been originally and specifically developed for an
interlaminar stresses analysis in a free edge problem or for a bonding study. This model is the core
of the present comparisons. It is based on a typical layerwise model that considers the laminate by a
superposition of Reissner plates coupled by interfacial stresses. This element consists of 5n degrees
of freedom per node (n is the layer number) and is able to predict interlaminar stresses. These out-
of-plane stresses are deduced directly from constitutive equations without post-processing works.
The previous papers dealt with the accuracy of these estimated interface stresses. However,
the model not only permits to compute displacements and usual deflections but also to compute
stresses through the layer thicknesses with or without postprocess.
In the present paper, the accuracy and the validity of these computed displacements and stresses
have also been established on a large number of important benchmarks of bending examples for
composites and sandwich plates. The aim of this research is also to better positioning and promoting
of this stress approach deriving from the works of Pagano, which was not generally studied in this
way.
This model has also been implemented into the ABAQUS finite-element program through a
User-Element subroutine interface. To demonstrate the effectiveness of the model and the finite ele-
ment code, examples which include isotropic and anisotropic plates, the problem of the perforated
plate are calculated.
Keywords : composites, multi-layer, material, layer wise, finite element, Abaqus, User Element,
Implementation.
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Introduction ge´ne´rale
L’utilisation de mate´riaux composites se de´veloppe rapidement, en France comme dans le
monde. Bien que leur couˆt soit plus e´leve´ que celui des mate´riaux traditionnels, ils apportent
a` leurs utilisateurs des avantages importants graˆce a` leurs proprie´te´s, notamment de le´ge`rete´, de
re´sistance me´canique et chimique, maintenance re´duite, liberte´ de formes. Ces avantages ont ouvert
des champs d’applications importants dans la construction automobile, l’ae´ronautique, ou encore
le baˆtiment. Les me´thodes nume´riques, notamment les calculs e´le´ments finis sont indispensables
pour le dimensionnement de telles structures complexes.
En effet, l’optimisation fine des structures composites ne´cessite de mettre en place des outils
de mode´lisation du comportement me´canique de plus en plus sophistique´s et prenant en compte
les spe´cificite´s de ces mate´riaux-structure. Les points cle´s a` maˆıtriser sont essentiellement les
phe´nome`nes d’interface, tels que les gradients de contraintes dans l’e´paisseur et les de´laminages,
glissements ou autres endommagements.
De nombreux travaux s’inte´ressent a` ces aspects singuliers, introduction de la me´canique de
l’endommagement dans les interfaces (ou dans les couches) [64], calculs des champs de contraintes
singuliers, des comportements non line´aires des interfaces [70]. De plus, pour bien tenir compte de
l’effet de l’interface, le maillage en e´paisseur doit eˆtre tre`s raffine´. Pour ces raisons, l’existence de
mode`les spe´cifiques pour les mate´riaux composites est indispensable.
Plusieurs mode`les bidimensionnels on e´te´ de´veloppe´s pour la mode´lisation des structures multi-
couches en tenant compte par exemple des cisaillements transverses ou meˆme des endommagements.
Ils peuvent eˆtre regroupe´s en deux familles en fonction du type d’approche adopte´ : Les approches
asymptotiques et les approches axiomatiques. La technique de de´veloppement asymptotique est
applique´e a` des structures a` priori peu e´paisses c’est a` dire quand le rapport entre l’e´paisseur et
Figure 1. Mate´riau composite (Illustration : wikipe´dia)
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la plus grande dimension est tre`s petit, quand l’e´paisseur tend vers ze´ro [2]. Le de´veloppement
asymptotique intervient au niveau de l’inte´gration des e´quations de l’e´lasticite´ (e´quations constitu-
tives, e´quation de mouvement). Pour les approche de type axiomatique, on suppose explicitement
la forme des champs inconnus dans l’e´paisseur du multicouche par exemple des polynoˆmes en z. En
ge´ne´ral, les champs approche´s sont les de´placements et on utilise le principe de minimum d’e´nergie
potentielle PVD (principle of virtual displacements) pour formuler les mode`les approche´s. Mais
certaines formulations sont mixtes telles que Hellinger-Reissner [113] ou RMVT (Reissner Mixed
Variational Theorem) [114, 16] qui proposent des hypothe`ses pour le de´placement et le champ de
contrainte de cisaillement transverse. Il y a peu d’approches en contrainte pure.
Dans ce me´moire, on va plutoˆt s’inte´resser aux approches axiomatiques et rappeler ce que de
nombreux mode`les proposent en raffinant plus ou moins les champs approxime´s. Une revue assez
comple`te se trouve dans ([20], [102], [33]..). On propose ici l’utilisation d’un e´le´ment fini a` une
cine´matique par couche base´ sur les travaux du laboratoire Navier [86] [88] et qui s’inspire du mode`le
de Pagano [96]. Ce mode`le nomme´ ici LS1 approche chaque couche par une plaque de Reissner et
inte`gre des efforts d’interface ge´ne´ralise´s comme nouvelles inconnues du proble`me. Il rejoint ainsi
la famille des mode`le layerwise (en opposition aux mode`les mono-couche e´quivalente, moins aptes
a` capter des phe´nome`nes locaux [79], [112], [67]..) tout en s’en diffe´renciant principalement du fait
que ses approximations portent sur les contraintes.
La premie`re version du code d’e´le´ment fini appele´ MPFEAP a e´te´ imple´mente´e [88] ce qui per-
met de re´aliser les benchmarks dans le chapitre 3. Et une deuxie`me version UEL-LS1 imple´mente´e
dans le code commercial Abaqus de´crite dans le chapitre 4 est de´sormais disponible.
Ce me´moire se compose de quatres chapitres :
Le me´moire commence par une synthe`se bibliographique qui tente de classifier les diffe´rentes
approches des plaques multicouches. Le premier exercice est de situer cette approche (LS1) dans
la vision unifie´e propose´e par Carrera [20] et qui fait re´fe´rence sur ces approches de plaques mul-
ticouches e´lastiques. Il y recense et organise en fonction de la me´thode utilise´e et du degre´ de
raffinement choisi, les diffe´rentes approches existantes ou qu’il propose ; on y trouve ainsi les ap-
proches classiques base´es sur un principe de minimum d’e´nergie potentielle (Principle of Virtual
Displacements) et des mode`les issus d’une formulation mixte base´e par exemple sur un RMVT
(Reissner Mixed Variational Theorem), des mode`les Layerwise, ESL (equivalent single layer) ou
Zig-Zag, et diffe´rents ordres d’expansion des champs approxime´s en z, description allant de line´aire
au 4e`me ordre. La nomenclature et ainsi les sigles utilise´s pour de´signer les diffe´rentes the´ories
seront de´taille´s.
Le deuxie`me chapitre est consacre´ a` la pre´sentation ge´ne´rale de la formulation du mode`le LS1.
La construction de ce mode`le dans le cadre de l’e´lasticite´ line´aire se trouve dans [22]. L’injection de
l’ane´lasticite´ a` l’interface se trouve dans [31]. La construction du mode`le est fonde´e sur la me´thode
d’approximation d’Hellinger-Reissner [113] en introduisant des termes dynamiques et des disconti-
nuite´s de de´placement aux interfaces. Dans une adaptation de la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner,
l’introduction des contraintes approche´es a` partir des efforts ge´ne´ralise´s a permis d’identifier les
de´placements et les de´formations ge´ne´ralise´s. Ensuite, l’application du the´ore`me de Reissner avec
quelques hypothe`ses e´nerge´tiques donne les e´quations de comportement, d’e´quilibre et les condi-
tions aux limites. Dans ce chapitre, On pre´sente aussi quelques nouveaux de´veloppement du mode`le
LS1 concernant l’adaptation de la formulation du LS1 en dynamique et les mode´lisations des in-
terfaces imparfaites re´alise´es dans [36]
Le troisie`me chapitre concerne les benchmarks. Ce mode`le LS1 est compare´ avec diverses
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the´ories re´fe´rences (LM4, LM2, EMZC3, ED4...) pre´sente´es dans le papier de Carrera [20] via
un outil de calcul de´veloppe´ au LEME (Universite´ de Paris 10) via la routine UEL d’Abaqus.
La pre´cision et la validite´ du calcul des de´placements et des contraintes seront e´tablies a` partir
d’un nombre important de tests classiques de benchmark en flexion de composites et de plaques
sandwichs.
Dans le dernier chapitre, nous pre´sentons une me´thode d’imple´mentation des formulations du
mode`le LS1 dans le code de calcul commercial Abaqus a` travers l’utilisation d’e´le´ments cre´e´s par
l’utilisateur : User Element (UEL). Cet e´le´ment fini parame`trique a` 8 noeuds de type layer wise
a` continuite´ C˚ est de´crit dans les chapitres pre´ce´dents. Cet e´le´ment posse`de 5n degre´s de liberte´
(ddl) par noeuds et donc 40n ddl par e´le´ment (n e´tant le nombre de couches du lamine´). Dans
cette imple´mentation, on va calculer les matrices de rigidite´ e´le´mentaires (AMATRX), les forces
internes (RHS) ; assembler les matrices de rigidite´, calculer les de´formations et les contraintes,
enfin, de´velopper la visualisation. Nous illustrerons la me´thode avec quelques exemples (simple ou
plus complexe) simule´s avec Abaqus. Les re´sultats de UEL-LS1 seront compare´es avec les diffe´rents
mode`les et surtout avec la version ante´rieure de l’e´le´ment fini de LS1 : MPFEAP.
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Chapitre 1
Etude bibliographique et
positionnement du mode`le dans la
bibliographie
C
e chapitre a pour objectif de faire une bre`ve synthe`se bibliographique sur les mode`les de multi-
couches et de positionner le mode`le LS1 de´veloppe´ dans le laboratoire Navier. Il se de´compose
donc en deux parties :
⋆ La pre´sentation des mode`les multicouches.
⋆ Le positionnement de mode`le LS1 dans la bibliographie
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1.1 Les mode`les de structures multicouches
Une structure composite multicouche peut eˆtre conside´re´e comme un corps he´te´roge`ne constitue´
d’un nombre fini de couches homoge`nes anisotropes colle´es. Actuellement, la construction d’une
plaque composite est tre`s variable selon son application et son but. Citons par exemple, les sand-
wichs qui e´cartent les peaux pour augmenter la capacite´ portante en flexion, et les monolithiques
dont les fibres sont oriente´es suivant les directions importantes de traction ou cisaillements plans.
On trouve dans [58], [15],[17] des revues comple`tes sur les diffe´rents mode`les existants de type
e´lasticite´ tridimensionnelle ou de type plaque.
En ge´ne´ral, deux types d’approche sont propose´s pour les structures multicouches :
- Les approches tridimensionnelles, solutions analytiques (3D)
- Les mode`les de plaque (2D).
1.1.1 Approche e´lasticite´ tridimensionnelle 3D.
Les proble`mes de plaques et coques peuvent bien e´videmment eˆtre traite´s par la re´solution de
l’e´quation diffe´rentielle fondamentale de l’e´lasticite´ 3D. Les e´quations peuvent eˆtre re´sume´es sous
la forme suivante :
– e´quation de compatibilite´ :
ε¯(x) =
1
2
(
gradU +T gradU
)
(1.1)
– e´quation d’e´quilibre :
divσ¯(x) + f(x) = ρU¨(x) (1.2)
– e´quation de comportement e´lastique :
ε¯(x) =
¯¯
S(x) : σ¯(x) (1.3)
– conditions aux limites :
U(x) = Ud(x) sur ∂ΩU (1.4)
(σ¯.n)(x) = T d(x) sur ∂ΩT (1.5)
avec ∂ΩU ∩ ∂ΩT = ∅ et ∂ΩU ∪ ∂ΩT = ∂Ω.U
d(x) le de´placement impose´ sur la partie ∂ΩU de
la frontie`re ∂Ω et T d(x) le vecteur contrainte impose´ sur la partie ∂ΩT de la frontie`re ∂Ω .
On conside`re un volume de matie`re Ω de frontie`re ∂Ω. Soient :
– x : la variable d’espace
–
¯¯
S : le tenseur d’ordre quatre des souplesses en x
– σ¯ : le tenseur solution des contraintes 3D en x
– σ¯∗ : un champ de tenseur d’ordre 2 syme´trique de classe C1 par morceau sur ω
– U : le vecteur de´placement 3D en x
– U∗ : un champ de vecteur 3D continu sur Ω de classe C1 par morceau sur ω
– ε¯ : le tenseur des de´formations 3D en x
– Ud : les de´placements impose´s sur la partie ∂ΩT de la frontie`re ∂Ω
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– f : les forces de volume en x
– ρ : la masse volumique
L’inte´reˆt d’une approche tridimensionnelle re´side dans l’obtention de re´sultats exacts tridi-
mensionnels, utiles notamment comme re´fe´rence. L’adoption d’une approche tridimensionnelle ne
pre´sente toutefois d’utilite´ que dans la mesure ou` les e´quations diffe´rentielles finalement obtenues
peuvent eˆtre re´solues. L’approche tridimensionnelle est donc limite´ a` certains cas de ge´ome´trie,
empilement et chargement simple [94], [95], [96], [121], [78]. L’approche 3D peut fournir des in-
formations dans certains cas (bord libre droit, plaque troue´e..). Les e´le´ments finis imple´mente´s de
l’approche 3D sont de type e´le´ment ”brique”. Mais un mode`le tridimensionnel est couˆteux a` calcu-
ler car la plaque est e´lance´e (L/h grand). Il est donc pre´fe´rable de conside´rer les mode`les de plaques
bidimensionnelles (2D). Cela` autorise des calculs plus rapides, et donne une bonne description des
champs au voisinage des interfaces, et des bords libres.
1.1.2 Mode`le de plaque 2D.
La caracte´ristique de la plupart des structures en mate´riaux composites est leur faible e´paisseur.
Autrement dit, dans la pratique, il est pre´fe´rable d’envisager des de´marches bidimensionnelles de
type plaque plus ope´ratoires. Dans la suite ce sont ces approches 2D qui seront de´taille´es.
On peut voir dans le tableau tab.1.1 une classification inte´ressante propose´e dans [68] concernant
les diffe´rents types de plaques.
Durant ces dernie`res anne´es, plusieurs mode`les bidimensionnels on e´te´ de´veloppe´s pour la
mode´lisation des structures multicouches en tenant compte par exemple des cisaillements trans-
verses ou meˆme des endommagements. Ils peuvent eˆtre regroupe´s en deux familles en fonction du
type d’approche adopte´ :
– Les approches asymptotiques
– Les approches axiomatiques
1.1.2.1 Approche par de´veloppement asymptotique
La technique de de´veloppement asymptotique est applique´e a` des structures a` priori peu e´paisses
c’est a` dire quand le rapport entre l’e´paisseur et la plus grande dimension est tre`s petit, quand
l’e´paisseur tend vers ze´ro [2].
Le de´veloppement intervient au niveau de l’inte´gration des e´quations de l’e´lasticite´ (e´quations
constitutives, e´quation de mouvement).
Un exemple d’approche asymptotique pour des structures monocouches peut se trouver dans le
livre de Goldenvaizer [43], et ce type d’approche est tre`s re´pandu dans la communaute´ scientifique
en Russie. Un exemple pertinent du traitement asymptotique des structures en coque a e´te´ donne´
dans les monographies de Cicala [28][27].
L’e´tat caracte´risant les de´formations de la structure est donc constitue´ par la re´union des
parties situe´es a` l’inte´rieur et pre`s des frontie`res, ce qui explique le proce´de´ classique pour re´soudre
ce type de proble`me, a` savoir la construction d’inte´grales dites inte´rieures, qui correspondent a` des
solutions variant faiblement a` l’inte´rieur du domaine, que l’on estime de´termine´es avec une erreur
asymptotique (tre`s petite). Puis on s’inte´resse a` un deuxie`me type d’inte´grale, a` fortes variations,
caracte´risant la solution pre`s des bords (couche limite) qui est e´galement construit [39], [44], [45],
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Tableau 1.1. Les diffe´rents types de plaques (A.Lebe´e 2010).
- La plaque homoge`ne : La plaque la plus simple est la plaque homoge`ne, constitue´e
d’un seul et meˆme mate´riau. Un exemple typique est une toˆle d’acier.
- La plaque stratifie´e : Pour ces plaques, les proprie´te´s du mate´riau constitutif varient
en fonction de l’e´paisseur. Elles sont re´alise´es par l’empilement d’un certain nombre
de couches de mate´riau. Par exemple, le contreplaque´ de bois est un stratifie´. Les
empilements qui font l’objet de beaucoup d’attention sont les stratifie´s de mate´riaux
composites. Il sont constitue´s de couches nomme´es plis. Chaque pli est homoge`ne et est
constitue´ d’un composite fibre´ unidirectionnel ou bidirectionnel (tissu), tels que fibre de
carbone ou verre impre´gne´e de re´sine e´poxyde, dont l’orientation varie par rapport au
reste de l’empilement. Comme le comportement du mate´riau varie brusquement entre
chaque couche, on observe des concentrations de contraintes localise´es, en particulier
sur les bords du stratifie´, qui sont lie´es a` des effets de cisaillement interlaminaire et qui
ne´cessitent des mode`les de plaque e´labore´s.
- La plaque fonctionnellement gradue´e : La plaque fonctionnellement gradue´e (func-
tionnally graded plate) est la version continue de la plaque stratifie´e. Plus pre´cise´ment,
graˆce a` de nouveaux proce´de´s, il est possible de faire varier presque continuement dans
l’e´paisseur les proprie´te´s du mate´riau constitutif. Ce nouveau concept est une fac¸on de
re´pondre aux difficulte´s souleve´es par les concentrations de contraintes pre´sente´es par les
plaques stratifie´es.
- La plaque pe´riodique : Ce sont les plaques dont le mate´riaux constitutif varie a` la
fois dans l’e´paisseur, mais aussi dans le plan. Les toˆles gaufre´es, le bardage sont des
plaques pe´riodiques. En Ge´nie Civil, les dalles orthotropes de ponts suspendus et les
dalles caissonne´es en be´ton sont aussi des plaques pe´riodiques.
- Le panneau sandwich : Les panneaux sandwichs a` aˆme pe´riodique tels que le nid
d’abeilles sont les plaques pe´riodiques pour lesquelles on ajoute l’hypothe`se que les peaux
sont homoge`nes et assez rigides par rapport a` l’aˆme he´te´roge`ne.
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[133], [55], [37], [3], [71]. Le travail le plus complet et inte´ressant semble celui de Ladeveze[64] et
Allix [3].
Dans un premier temps, ils utilisent les re´sultats de la the´orie classique des plaques. Puis, au voi-
sinage du bord, ils posent le proble`me tridimentionnel de la de´termination des champs (contraintes
et de´placements) correcteurs. Ce proble`me est de´compose´ en proble`me bidimensionnels (couches li-
mites perpendiculaires au bord). Ensuite, on fait une approche mixte en contrainte et de´placement
re´solue par exemple, par des de´veloppements en se´rie de Fourier. Les endomagemments dans les
couches et a` la fois aux interfaces sont pris en compte.
Les approches de´veloppement asymptotique ont la meˆme caracte´ristique a` savoir qu’il faut pour
calculer un effet de bord, effectuer deux calculs : un de plaque, l’autre de correction d’effet de bord.
Ce deuxie`me calcul re´solu de fac¸on semi analytique est limite´ a` certains types de conditions limites
et est donc difficile a` appliquer pour les cas ge´ne´raux.
1.1.2.2 Approche axiomatique
Pour ce type d’approche tre`s classique. On suppose explicitement la forme des champs inconnus
dans l’e´paisseur du multicouche par exemple des polynoˆmes en z.
En ge´ne´ral, les champs approche´s sont les de´placements et on utilise le principe de minimum
d’e´nergie potentielle PVD (principle of virtual displacements) pour formuler les mode`les approche´s.
Mais certaines formulations sont mixtes telles que Hellinger-Reissner [113] ou RMVT (Reissner
Mixed Variational Theorem) [114, 16] qui proposent des hypothe`ses pour le de´placement et le
champ de contrainte de cisaillement transverse. Il y a peu d’approches en contrainte pure.
Dans le cadre axiomatique, les de´placements et (ou) les champs de contraintes sont calcule´s
suivant l’e´paisseur dans la direction Z [17] :
f(x, y, z) = f1(x, y)F1(z) + ...fi(x, y)Fi(z)...+ fN (x, y)FN (z) (1.6)
Ou` f est une composante ge´ne´rique des variables inconnues σ¯, ε¯ ou U . fi sont plutoˆt les
inconnues introduites, de´finies sur Ω et Fi sont les polynoˆmes en fonction de Z. N est le nombre
de variables approche´es.
L’approche axiomatique postule une forme de champs et il n’y a donc a` priori aucun re´sultat de
convergence vers la solution 3D, contrairement a` la me´thode assymptotique, voir la figure Fig.1.1.
Les deux approches, approches axiomatiques et asymptotiques sont compare´es. Pour L/h tend vers
ze´ro, on a la convergence entre me´thode 3D et asymptotique.
Les aspects de´terminants pour la construction d’une approche axiomatique sont :
– Le type de description pour le multicouche : monocouche e´quivalente, layer wise (pour une
description par couche). Une description de ces deux mode`les est pre´sente´e sur la figure Fig.
1.2.
– Le choix des variables approche´es : la formulation en de´placement U , la formulation en
contraintes σ¯ ou la formulation mixte (U , σ¯).
– Le choix des types de Fi(z) pour les approximations : La nature et l’ordre de l’expansion.
Le tableau 1.2 re´sume les aspects importants pour un mode`le de plaque 2D.
En fait, Fi(z) sont souvent des polynoˆmes. De plus, ge´ne´ralement les grandeurs approche´es sont
les de´placements.
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Figure 1.1. Une comparaison entre l’approche asymptotique et l’approche axiomatique [17]
Figure 1.2. Description de de´placement du mode`le Monocouche e´quivalente (a` gauche) et Layer
wise
En bref : Un mode`le de plaque multicouche ne´cessite de :
- Eliminer la variable z selon l’e´paisseur dans les couches : Approche asymptotique,
approche axiomatique.
- Choisir le type de description : Mode`le de monocouche e´quivalente, mode`le layer-wise.
- Choisir les variables inconnues : Formulation en contrainte, formulation en de´placement,
formulation mixte.
Tableau 1.2. Les points cle´s pour de´finir un mode`le de plaque multicouche 2D
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Toutefois, quelques mode`les proposent d’approcher les contraintes, ce qui semble pertinent si
on veut bien capter des singularite´s de contrainte. On peut citer le mode`le de Pagano[96] et un
mode`le de´rive´ [86, 88, 36, 35] qui est de´veloppe´ au sein du laboratoire Navier - Ecole des Ponts
Paris Tech.
Ce mode`le nomme´ ici LS1, approche chaque couche par une plaque de Reissner et inte`gre des
efforts d’interface ge´ne´ralise´s comme nouvelles inconnues du proble`me. Il appartient comme on le
verra plus loin ainsi a` la famille des mode`les layer wise (en opposition aux mode`les monocouches
e´quivalentes, moins aptes a` capter des phe´nome`nes locaux).
Erasmo Carrera [17, 20] propose pour la classification de ces mode`les axiomatiques une organi-
sation en fonction de la me´thode utilise´e et du degre´ de raffinement choisi. Cela sera pre´sente´ plus
en de´tail dans la section 1.3.
Nous passons en revue maintenant les mode`les les plus utilise´s :
– Mode`les de monocouches e´quivalentes
– The´ories Zigzag
– Mode`les Layer wise (LW)
1. Mode`les de monocouches e´quivalentes
Dans la famille des mode`les de monocouches e´quivalentes on peut citer :
– Le mode`le classique de Love-Kirchhoff
– Le mode`le de Reissner-Mindlin
– Les mode`les d’ordre supe´rieur
– Le mode`le a` cine´matique enrichie
a. Le mode`le classique Love-Kirchhoff (CLT, classic lamination theory)
Le mode`le de Kirchhoff-Love est parfois appele´ dans la litte´rature le mode`le ”classique” de
plaque. Ce mode`le se base sur l’hypothe`se que la section transverse reste plane et perpendiculaire
a` la section moyenne apre`s avoir e´te´ de´forme´e Fig.1.3. Donc la de´formation dite de ”cisaillement
transverse” est suppose´e nulle [63] et les effets dus a` l’effort tranchant ne´glige´s. Il est bien entendu a`
re´server a` des plaques minces et ne pre´sentant pas pas trop de gradient de proprie´te´ dans l’e´paisseur
(attention aux sandwichs a` aˆme souple par exemple).
Figure 1.3. Cine´matique de Love-Kirchhoff
Le champ de de´placement d’une plaque de Love-Kirchhoff s’e´crit :
uα(x1, x2, z) = uα(x1, x2)− zw,α(x1, x2) α = 1, 2
u3(x1, x2, z) = w(x1, x2)
(1.7)
1.1 Les mode`les de structures multicouches 33
avec
1, 2 : les directions dans le plan de la plaque
3 : la normale a` la plaque (Fig. 1.3)
uα : le de´placement membranaire de la direction α
w : la fle`che de la plaque
w,α : la rotation due a` la flexion (sans cisaillement)
b. Le mode`le classique de Reissner-Mindlin (FSDT, First ordre Shear Deformation
Theory)
Pour introduire les effets dus au cisaillement transverse, on fait l’hypothe`se cine´matique [79] que
la section reste plane mais n’est plus normale a` la section moyenne dans la configuration de´forme´e
(Fig. 1.4).
Figure 1.4. Cine´matique de Reissner-Mindlin
Le champ de de´placement de la plaque de Reissner-Mindlin s’e´crit :
uα(x1, x2, z) = uα(x1, x2) + zφα(x1, x2) α = 1, 2
u3(x1, x2, z) = w(x1, x2)
(1.8)
avec
uα : le de´placement membranaire de la direction α
w : la fle`che de la plaque
φα : la rotation de la section autour des axes xα
Par conse´quent, la de´formation de cisaillement transverse n’est pas nulle. u3 est constant en z
et donc ǫ13 et ǫ23 sont constants en z et ǫ33 = 0. Ainsi, σ13 et σ23 sont constants par couches, ce
qui est une assez mauvaise approximation. En fait si σαβ est affine par couche comme ǫαβ alors
σα3 devrait d’apre`s les e´quations d’e´quilibre eˆtre de degre´ 2).
De plus, ǫ33 = 0 est incompatible avec l’hypothe`se classique de plaque ge´ne´ralement faite
dans toutes les approches de plaque, a` savoir σ33 = 0. Tout ceci fait que le mode`le pre´dit mal le
comportement en cisaillement transverse, de`s que le rapport h/L augmente ou que des gradients
de proprie´te´s des mate´riaux importants existent dans le multicouche (sandwichs).
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Ainsi on introduit la notion de coefficient correcteur pour mieux prendre en compte ces effets
de cisaillements transverses [132]. En 2000, Choa [26] a compare´ l’e´nergie de cisaillement re´sultante
de la the´orie du premier d’ordre et celle de´duite des e´quations d’e´quilibres de fac¸on a` obtenir des
facteurs de corrections entre FSDT et EHOST (Efficent High Order Theory).
c. Les mode`les d’ordre supe´rieur
Figure 1.5. Cine´matique d’ordre supe´rieur
Ces coefficients correcteurs de´pendent du nombre de couches, des stratifications pre´sentes dans
le composite et du chargement. Ils sont donc difficiles a` maitriser pour du calcul de structure. Pour
ame´liorer cela, des auteurs ont propose´ des the´ories d’ordre supe´rieur ou` les champs membranaires
dans l’e´paisseur sont non line´aires (Fig.1.5).
La plupart des mode`les d’ordre supe´rieur utilisent un de´veloppement en se´rie de Taylor des
champs de de´placement pour approcher la the´orie tridimensionnelle. Le de´placement est donc
suppose´ sous la forme :
ui(x1, x2, z) = ui(x1, x2) + zφ
(1)
i (x1, x2) + z
2φ
(2)
i (x1, x2) + z
3φ
(3)
i (x1, x2) + . . . (1.9)
avec i = 1 . . . 3.
La the´orie du premier ordre de Reissner-Mindlin correspond a` la se´rie de Taylor jusqu’a` l’ordre
j = 1 et φ
(1)
3 = 0.
Hildebrand et al. [52] sont les premiers a` avoir introduit cette sophistication dans la the´orie classique
des plaques.
Nelson et Lorch [84], Librescu [74] ont applique´ cette the´orie d’ordre supe´rieur pour analyser les
plaques multicouches. Lo et al. [75], [76] ont conside´re´ l’effet de la de´formation normale transversale.
Kant et al. [57] ont alors propose´ un e´le´ment fini d’ordre supe´rieur. Cette the´orie conside`re
la loi tridimensionnelle de Hooke, elle inte`gre l’effet de la de´formation normale transversale et la
de´formation de cisaillement transversal.
Noor et Burton [89] ont pre´sente´ une liste comple`te de travaux portant sur les the´ories du pre-
mier ordre et d’ordre supe´rieur pour l’analyse statique et en vibration libre de plaques composites.
Kant et al. [59] ont donne´ des solutions analytiques de diffe´rents mode`les d’ordre supe´rieur.
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Cependant, pour augmenter la pre´cision de la the´orie, le nombre de degre´s de liberte´ doit eˆtre
croissant. Pour re´duire le nombre de parame`tres de de´placement, plusieurs simplifications sont
propose´es.
Une de ces simplifications consiste a` racourcir les derniers termes de la se´rie de Taylor en
introduisant une ”fonction de cisaillement”. La forme du de´placement suivant l’e´paisseur propose´e
est alors la suivante :
uα(x1, x2, z) = uα(x1, x2)− zw,α(x1, x2) + f(z)φα(x1, x2) α = 1, 2
u3(x1, x2, z) = w(x1, x2)
(1.10)
Selon l’expression de la frontie`re de cisaillement f(z). quelques approches importantes sont conside´re´es :
– Ambartsumyan [4]
f(z) =
z
2
(
h2
4
−
z2
3
)
(1.11)
– Reissner [112] et Panc [97]
f(z) =
5
4
z
(
1−
4z2
3h2
)
(1.12)
– Levinson, Murthy et Reddy [73, 81, 108]
f(z) = z
(
1−
4z2
3h2
)
(1.13)
avec h : l’e´paisseur de la plaque.
Une comparaison des mode`les de re´fe´rence d’ordre supe´rieur est effectue´e par Kant [59]. Le
mode`le de Reddy [108] dont le champ de de´placement membranaire est cubique et le de´placement
normal w est constant sur l’e´paisseur donne une bonne approximation pour les contraintes de
cisaillement transverse par rapport a` la solution e´lastique tridimensionnelle dans le cas homoge`ne.
On note cependant a` nouveau qu’avec un tel choix pour w(x, y) inde´pendant de z, ǫ33 = 0 (σ33
= 0 pris en ge´ne´ral par les plaques).
La distribution des contraintes de cisaillement transverse est parabolique dans l’e´paisseur (elle
est en fait parabolique par couche pour un multicouche). Les conditions aux limites sur les surfaces
libres sont satisfaites.
Les re´sultats du mode`le de Reddy sont e´galement tre`s proches de deux mode`les d’ordre supe´rieur
propose´s par Kant [59] ou` la se´rie de Taylor applique´e sur le de´placement s’e´tend jusqu’a` l’ordre 3
pour les trois directions du mode`le 1 et pour les deux directions x, y du mode`le 2. Le de´placement
normal du mode`le 2 reste constant sur l’e´paisseur.
En utilisant la the´orie de Reddy, Senthilnathan et al. [119] ont pre´sente´ une the´orie simplifie´e
d’ordre supe´rieur. Celle-ci consiste a` introduire une nouvelle re´duction des degre´s de liberte´ en
tenant compte des contributions du cisaillement et de la flexion.
Le de´placement vertical u3 est conside´re´ comme la somme du de´placement vertical duˆ au
cisaillement transverse, wf et la fle`che due a` la flexion wc. La description des de´placements s’e´crit :
uα(x1, x2, z) = uα(x1, x2)− zw
f
,α(x1, x2)−
4z3
3h2
wc,α(x1, x2) α = 1, 2
u3(x1, x2, z) = w
f (x1, x2) + w
c(x1, x2)
(1.14)
ou` les notations f et c signifient les contributions de la flexion et du cisaillement transverse au
de´placement normal.
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O. Polit et M. Touratier [101, 102, 54, 128] proposent la forme ”sinus” pour la fonction de
cisaillement f(z). Cette fonction est exprime´e sous forme trigonome´trique sinuso¨ıdale. La fonction
de cisaillement transverse s’e´crit donc :
f(z) =
h
π
sin
(πz
h
)
=
h
π
∞∑
n=0
(−1)n
(2n+ 1)!
(πz
h
)2n+1
= z
(
1−
π2
3!
z2
h2
+
π4
5!
z4
h4
−
π6
7!
z6
h6
+ . . .
) (1.15)
Ce mode`le se rapproche beaucoup des mode`les d’ordre supe´rieur de type se´rie de Taylor. Les
contraintes de cisaillement transversal de´termine´es par ce mode`le prennent une forme cosinuso¨ıdale
dans l’e´paisseur.
Par rapport a` la solution exacte, le mode`le ”sinus” donne de meilleurs re´sultats que le mode`le
de Reddy. En se basant sur les travaux de Touratier, un e´le´ment fini triangulaire a` six noeuds, est
construit pour les structures multicouches nonline´aires ge´ome´triques [101].
Remarque 1 : pour les approches monocouches e´quivalentes (Equivalent Single-Layer : ESL)
classiques, le nombre d’e´quations ne de´pend pas du nombre de couche, la plaque multicouche est
homoge´ne´ise´e et est donc conside´re´e comme une seule couche. Presque tous les mode`les issus d’une
approche monocouche e´quivalente pre´sentent des contraintes de cisaillement transverse discontinues
aux interfaces si les couches ont des proprie´te´s diffe´rentes, meˆme si la continuite´ du champs de
de´formation est assure´e. Ceci pre´sente un inconve´nient se´rieux lors de l’analyse locale a` l’interface
des structures multicouches comme les effets de bord sur les contraintes, les de´laminages.
d. Le mode`le a` cine´matique enrichie
Plutoˆt que de conserver la cine´matique de Love-Kirchhoff ou de Reissner Mindlin en augmen-
tant le degre´ de de´veloppement des composantes, il est e´galement envisageable de proposer une
cine´matique enrichie en terme de degre´ de liberte´. En se re´fe´rant par exemple a` la me´canique des
milieux continus ge´ne´ralise´s, Cosserat [66], a introduit un degre´ de rotation suple´mentaire pour
le point mate´riel 3D. Ce mode`le utilise l’approche de Reissner [112] pour de´river une distribu-
tion de cisaillement transverse dans le cas ou` la plaque est stratifie´e. Dans ce sens un nouveau
mode`le A.Lebe´e et K.Sab [68] de´veloppe´ dans le laboratoire Navier (Ecole des Ponts Paris Tech) et
nomme´ ”Bending Gradient”, montre qu’il existe une de´formation duale pour la de´rive´e du moment
fle´chissant, comme il existe la courbure duale du moment fle´chissant. En introduisant cette nouvelle
de´formation ge´ne´ralise´e, et le de´placement dont elle de´rive, on enrichit la cine´matique de la plaque
de Reissner Mindlin. La pre´cision du mode`le s’en trouve fortement ame´liore´e. On note e´galement
que dans cette approche, la continuite´ des contraintes est assure´e aux interfaces.
2. The´ories Zig-zag
Pour les mode`les monocouches e´quivalentes, le nombre d’inconnues est inde´pendant du nombre
de couches. Une autre piste de de´veloppement concerne l’utilisation de mode`les dans lesquels on
introduit une fonction qui rend compte des perturbations du champs de de´placement aux interfaces.
Cela permet d’affiner les mode`les ESL en gardant un nombre d’inconnues inde´pendant du nombre
de couches. Ces mode`les sont connus sous l’appellation Zig-Zag [17].
Le de´placement reste continu suivant l’e´paisseur. Cependant, la pente de la fonction de de´placement
de chaque couche est diffe´rente. Ce changement en forme de ZigZag entre deux couches adjacentes
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parfaitement colle´es pre´tend rendre compte de la diffe´rence de de´formation des couches. Le mode`le
le plus connu est celui de Murakami [80] qui sera de´crit plus loin et illustre bien la me´thode. (voir
figure 1.7)
En se basant sur la proposition de Di Sciuva [117] pour le mode`le zig-zag du premier ordre,
plusieurs auteurs ont re´alise´ des ame´liorations significatives. L’historique complet des the´ories zig-
zag est pre´sente´ dans la revue de Carrera [18].
Le de´veloppement de type zig-zag est effectue´ pour les approches de monocouche e´quivalente
mais e´galement pour des approches layer wise. Le nombre de degre´ de liberte´ devient alors de´pendant
du nombre de couches (l’e´le´ment LDN [18]).
On recense trois principales approches inde´pendantes qui illustrent cette me´thodologie zig-zag :
– The´orie multicouche de Reissner - Murakami - Carrera (TMR).
– The´orie multicouche de Lekhnitskii - Ren (TML)
– The´orie multicouche d’ Ambartsumian - Whitney - Rath - Das(TMA)
ce sont toutes les trois des the´ories zig-zag pour des approches de type monocouche e´quivalente.
En se fondant sur la TMR, Murakami [80] introduit une fonction zig-zag (MZZF) de variable
z (Fig. 1.6) qui s’e´crit :
M(zi) = (−1)
i zi
2hi
(1.16)
ou`
zi : coordonne´e du point conside´re´ dans les axes locaux de la couche i dont l’abscisse se situe au
milieu de la couche
hi : e´paisseur de la couche i
Figure 1.6. Ge´ome´trie de la fonction zig-zag de Murakami [35]
En ajoutant cette fonction zig-zag de Murakami (MZZF), la forme du de´placement de la the´orie
de premier ordre est montre´ sur la Fig. 1.7. De la meˆme fac¸on, la fonction de forme du de´placement
de la the´orie d’ordre supe´rieur devient (Fig. 1.8) :
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ui(x1, x2, z) = ui(x1, x2) + zφ
(1)
i (x1, x2) + z
2φ
(2)
i (x1, x2) + z
3φ
(3)
i (x1, x2) + · · ·+ C
MM(z) (1.17)
ou` CM est constant.
Figure 1.7. Introduction de la fonction zig-zag de Murakami dans la distribution line´aire [35]
Figure 1.8. Introduction de la fonction zig-zag de Murakami dans la distribution nonline´aire [35]
L’avantage principal duˆ champ de de´placement des mode`les zig-zag re´side dans l’introduction
de la perturbation de l’interface sans augmenter le degre´ de l’ordre des e´quations fondamentales
de la the´orie de couche e´quivalente.
Le coefficient de correction du au cisaillement transverse est e´vite´. En se basant sur ce concept,
un grand nombre d’auteurs ame´liorent le mode`le zig-zag [20, 23, 51, 53].
Dans les travaux de Ossadzow [92] et Karama [60], la fonction zig-zag est ajoute´e a` la fonction
”sinus” de de´placement pour raffiner les effets de cisaillement.
Les TML et TMA de´crivent l’effet zig-zag par l’introduction de conditions de continuite´ des
contraintes transverses au travers des e´quations constitutives de chaque couche et des relations
entre la de´formation et le de´placement.
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Le mode`le zig-zag assure un bon compromis entre la pre´cision des solutions et le couˆt de calcul.
Cependant quand l’e´lancement diminue, le calcul des contraintes de cisaillement transverse devient
moins pre´cis [53]. La continuite´ de type C1 de la the´orie zig-zag complique leur imple´mentation
nume´rique. De plus, la justification physique de cette unique fonction f(z) est loin d’eˆtre e´vidente.
Remarque 2 : La remarque 1 est valable pour ces mode`les qui ne respectent pas naturellement la
continuite´ des cisaillements transverses et des contraintes normales aux interfaces. Les mode`les zig-
zag sont ainsi peu utilise´s dans l’analyse du de´laminage. Cependant on notera quelques approches
hybrides, par exemple le mode`le EMZ2 (voir [20]) posse`de un champ de de´placement de type ESL
avec une expansion line´aire et la fonction Zig-Zag, et un champ de contraintes transverse de´crit par
couche (LW) par un polynoˆme quadratique. Ce mode`le repre´sente un comportement Zig-Zag avec
continuite´ interlaminaire des contraintes transverse. Ce mode`le sera compare´ avec notre mode`le
LS1 dans le chapitre 3.
3. Mode`les layer wise
Cette dernie`re remarque permet la transition avec les approches par couche (layer wise) [111].
Si la re´ponse pre´cise de chaque couche est ne´cessaire, si des gradients importants de de´placement
et de contraintes entre les couches existent, comme c’est le cas pour les phe´nome`nes locaux, les
effets de bord, les sandwichs, alors une description plus raffine´e et ”par couche” des champs devient
indispensable.
Cette approche augmente le nombre d’inconnues ainsi que la complexite´ de l’analyse. Les
e´quations sont e´crites pour chaque couche constitutive alors que les conditions d’interface sur le
de´placement et la contrainte transversale sont pre´sente´es comme des contraintes supple´mentaires.
Ces exigences de l’interface peuvent eˆtre plus commode´ment impose´es si les valeurs d’interface sont
utilise´es directement comme contraintes transverses et de´placements inconnus.
Un exemple de descriptions LW a e´te´ trace´, voir la figure 1.2. A` noter que le type et le degre´
d’expansion dans chaque couche peuvent eˆtre inde´pendants et que des conditions de continuite´
sont demande´es a` l’interface entre deux couches adjacentes.
Les mode`les LW proposent ainsi une approximation plus fine des champs suivant l’e´paisseur du
multicouche que les mode`les de plaque d’ordre supe´rieur et zig-zag, une cine´matique par couche
plutoˆt qu’une cine´matique globale. Mais le nombre de degre´s de liberte´ de´pend du nombre de
couches de la plaque composite.
Des approches en de´placement, en contrainte ou mixte existent.
Des cine´matiques du premier ordre et d’ordre supe´rieur sur le champ de de´placement sont
postule´es par Srinivas [123], Seide [118], Reddy [110], Naciri [82] et Tahani [126]. En utilisant des
approches de contraintes par couche, les travaux de Ren [115], Kassapoglou [61, 62] et Yin [134]
ont propose´ diffe´rentes formes de contraintes par couche. Ren a suppose´ un champ de contrainte
dont la composante de cisaillement transversal est quadratique par couche et les de´placements
sont conside´re´s cubiques par couche et continus aux interfaces. Yin a utilise´ des fonctions de
contraintes de Lekhnitskii [72] par couche pour de´terminer les contraintes interlaminaires. Elles
sont approxime´es de fac¸on polynoˆminale dans l’e´paisseur. Ces approches sont plus pre´cises que
celles en de´placement mais sont peu de´veloppe´es du fait de la difficulte´ a` ge´ne´rer des contraintes
statiquemennt admissibles.
Une revue de tous ces mode`les LW sera reprise dans le chapitre 2 qui s’appliquera a` pre´senter
une famille de mode`les layer wise, qui a e´te´ de´veloppe´e dans le laboratoire Navier. Les diffe´rents
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travaux de Caron [9], Chabot [22], Naciri [82], Hadj-Admed [48], Diaz Diaz [31] et Carreira [11]
s’inspirent ainsi de Pagano [96] qui propose le mode`le local construit a` partir de la formulation
variationnelle d’Hellinger-Reissner et d’une approximation polynoˆminale des champs de contraintes
par couche. Les polynoˆmes sont du premier degre´ pour les contraintes membranaires, quadratique
pour les contraintes de cisaillement et cubique pour les contraintes normales. La famille de mode`le
se constitue de trois mode`les : M4−7n, M4−5n, M4−2n + 1 , (M4 : Mode`le Multiparticulaire des
Mate´riaux Multicouches) qui comportent respectivement une cine´matique du multicouche a` 7n,
5n et 2n + 1 champs en (x, y), n e´tant le nombre de couches de la plaque. Le mode`le M4−5n,
appele´ dans la suite LS1 (Nomenclature Carrera [20]) approche chaque couche par une plaque de
Reissner, en revanche, le mode`le M4−2n + 1 approche chaque couche par une membrane. Le 7n
original [94] est un peu trop riche pour eˆtre utilise´ simplement. Ces mode`les font apparaˆıtre des
efforts d’interface dans leurs efforts ge´ne´ralise´s. Les comparaisons de la pre´diction de ces mode`les
par rapport aux e´le´ments finis tridimensionnels [10] et aux essais expe´rimentaux de de´laminage [31]
sont tre`s satisfaisantes. Une description du LS1 sera faite dans le chapitre 2 et un benchmark mene´
dans le chapitre 3. Une imple´mentation d’un e´le´ment fini Abaqus d’un e´le´ment fini parame`trique
a` 8 noeuds de type plaque a` continuite´ C0 sera pre´sente´e dans le chapitre 4.
1.2 Mode`les e´le´ments finis des structures multicouches.
Beaucoup d’e´le´ments finis pour les structures multicouches ont e´te´ propose´s. Nombre d’entre
eux sont base´s sur les approches pre´sente´es ci-dessus. Pour notre confort, on groupe les principaux
de´veloppements en deux cate´gories :
– Mode`le e´le´ments finis 3D
– Mode`le e´le´ments finis 2D
1.2.1 Mode`le e´le´ments finis 3D.
Les analyses 3D conduisent a` un large syste`me d’e´quations. Cela ne´cessite donc un grand espace
de stockage qui re´serve la mode´lisation 3D pour l’e´tude locale des champs dans les zones critiques.
Dans l’article [25], Cho et Averill pre´sentent un de´veloppement d’e´le´ments finis brique zig-
zag a` 8 noeuds. Suivant l’e´paisseur, chaque couche est mode´lise´e par un e´le´ment qui adopte une
cine´matique de type zig-zag du premier ordre. Dans [105] un e´le´ment mixte a` 18 noeuds est propose´,
Fig.1.9. Les variables nodales sont les 3 de´placements et les trois contraintes hors plan. Chaque
e´le´ment a` l’e´paisseur d’une couche et les contraintes de´termine´es aux noeuds sont les contraintes
interlaminaires.
Dans [8] par exemple, les interfaces sont mode´lise´es par un e´le´ment a` e´paisseur nulle (ou zone
cohesive). Cet e´le´ment d’interface est formule´ en de´ge´ne´rant vers ze´ro l’e´paisseur d’un e´le´ment
de plaque mince et les couches sont mode´lise´es par des e´le´ments finis volumiques ordinaires, voir
Fig.1.10.
L’estimation des contraintes d’interface par les e´le´ments finis 3D ne´cessite souvent un travail de
post-processeur pour calculer les valeurs pre´cises aux interfaces. De plus, calcule´es aux points de
Gauss, les valeurs aux noeuds (interface) ne sont pas connues directement (sauf pour les e´le´ments
zones cohe´sives). Il existe de forts gradients a` considerer et donc des raffinements de maillage
tre`s importants a` utiliser. De plus, les contraintes aux bords libres sont singulie`res et de´pendent
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Figure 1.9. Ele´ments finis 3D : Ele´ment brique mixte a` 18 noeuds [105]
Figure 1.10. Ele´ments finis 3D : Ele´ment d’interface [8]
du raffinement du maillage, ce qui pose un proble`me pour proposer des crite`res en contrainte
pertinents.
La me´thode de V.Q.Bui et E.Marechal et H.Nguyen Dang [8] peut e´viter cet e´cueil classique
des approches 3D en calculant les contraintes dans l’e´le´ment et non sur la frontie`re.
1.2.2 Mode`le e´le´ments finis 2D.
La plupart des e´le´ments finis 2D formule´s se basent sur les the´ories de type axiomatique. Les
approches ESL sont de´ja` disponibles dans les codes standards.
Les e´le´ments finis du mode`le classique de Love Kirchhoff (CLT) et les mode`les Reissner-Mindlin
avec facteurs de correction sont pre´sente´s dans [1, 103, 109]. L’inte´gration nume´rique re´duite est
souvent utilise´e pour e´viter le phe´nome`ne de verrouillage en cisaillement transverse. Les e´le´ments
finis Reissner-Mindlin restent les plus utilise´s et sont pre´sents dans tous les codes de calcul com-
merciaux graˆce a` leurs avantages nume´riques, les conditions aux limites physiquement faciles a`
interpre´ter et leurs pre´cisions pour l’estimation des champs globaux.
Un des inconve´nients majeurs de ce type d’e´le´ment re´side dans l’estimation des facteurs de
correction [90]. Les contraintes de cisaillement transverse calcule´es par les e´quations constitutives
sont moins pre´cises et discontinues aux interfaces. On inte`gre donc l’e´quation d’e´quilibre 3D pour
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mieux les estimer [90, 125], ce qui n’est pas possible dans le cas ge´ne´ral et ne´cessite de faire des
hypothe`ses ou un lourd post traitement.
Diffe´rents e´le´ments finis multicouches base´s sur des mode`les d’ordre supe´rieur sont propose´s
[99, 102, 101, 107] . Les the´ories d’ordre supe´rieur impliquent souvent la derive´e seconde des
de´placement transversaux. Cela demande une continuite´ de type C1 pour des fonctions de de´placement
des e´le´ments finis correspondants, non seulement des de´placements transversaux mais aussi de leurs
de´rive´es normales [99, 107, 101].
L’imple´mentation d’e´le´ments finis de multicouches layer wise dans le cadre des the´ories de
type axiomatique a e´te´ propose´e par de nombreux auteurs. Gaudenzi et al. [40] a e´tendu les
de´veloppements a` la comparaison extensive entre LW et ESL multicouches par e´le´ments finis avec
des possibilite´s d’inclure des interfaces fictives. Ce mode`le propose des e´le´ments quadrilate`res a` 8
noeuds a` continuite´ C˚ avec une cine´matique d’ordre supe´rieur (cubique) par couche.
Concernant les e´le´ments finis base´s sur la formulation mixte, PutCha et Reddy [104] utilise le
principe variationnel mixte de Reissner pour introduire inde´pendamment les de´placements et les
moments. Une application inte´ressante de ces me´thodes mixtes pour le raffinement de la the´orie
de type FSDT a e´te´ propose´e par Auricchio et Sacco [6].
Les e´le´ments finis base´s sur le mode`le zig-zag ont suscite´ une attention toute particulie`re car ils
assurent un bon compromis entre la pre´cision et le couˆt de calcul. Les auteurs [13, 24, 14] proposent
des e´le´ments finis du type zig-zag du premier ordre. Une application de RMVT (Reissner’s mixed
Variationnal Theorem) a e´te´ propose´e par Rao et Meyer-Piening [106]. La the´orie de Toledano et
Murakami [127] y a e´te´ utilise´e. Les inconnues en contrainte ont e´te´ e´limine´es avant d’introduire des
approximations d’e´le´ment fini. Autrement dit, seuls les de´placements ont e´te´ pris comme variables
nodales dans le cadre du mode`le monocouche e´quivalente conside´re´. Plusieurs travaux de Carrera
et Al sur le CUF (CUF : Carrera Unified Formulation) [13, 14, 17, 20] ont abouti a` un e´le´ment
quatre, huit ou neuf noeuds. Cet e´le´ment est utilise´ pour e´tudier les plaques multicouches ainsi que
les panneaux sandwichs. La formulation faible de la loi de Hooke propose´e dans [12] a e´te´ utilise´e
pour e´liminer les variables de cisaillement transverse.
L’e´le´ment fini RMZC ((Reissner Mindlin Zig-zag interlaminar Continuity), formule´ sur la base
de RMVT pourrait eˆtre conside´re´ comme l’extension naturelle de l’e´le´ment plaque, qui est mis en
oeuvre dans la plupart des codes commerciaux, pour l’analyse des structures multicouches. Une
application syste´matique de RMVT pour de´velopper le mode`le de monocouche e´quivalente, ainsi
que des e´le´ments de plaque layer wise, ont e´te´ re´cemment fournis par Carrera et Demasi [21].
Pour aller plus loin il faut utiliser des mode`les layer wise, et accepter les couˆts de calcul aug-
mente´s car ils sont avec les e´le´ments finis 3D les seuls mode`les capable d’e´tudier localement des
champs. Cependant, jusqu’a` maintenant, tre`s peu de travaux sont destine´s au de´veloppement des
e´le´ments finis de type layer wise.
Les premiers de´veloppements nume´riques concernant ces mode`les sont les travaux de [124, 77,
120]. Le principe variationnel de Piant [100] est utilise´ pour formuler les e´le´ments quadrilate`res
hybrides a` 4 et 8 noeuds. Dans cette formulation, une approximation des contraintes est postule´e
pour assurer l’e´quilibre a` l’inte´rieur de l’e´le´ment. Les parame`tres des contraintes inconnues sont
e´crits en fonction des variables de de´placement nodal graˆce au principe variationnel. Les inconnues
principales sont donc des de´placements nodaux ordinaires. Ce sont les de´placements membranaires
au niveau des interfaces et le de´placement transverse w constant dans l’e´paisseur. La continuite´ C˚
est assure´e.
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Figure 1.11. Ele´ment quadrilate`le de type Lagrange a` 16 noeuds [129]
Dans [13, 14, 17, 20], Carrera et re´cemment Ottavio [32] ont utilise´ les e´le´ments de type layer
wise quatre, huit ou neuf noeuds comme LM4( layer wise, approximation mixte d’ordre 4), LD3
(layer wise, approximation sur le de´placement d’ordre 3) pour e´tudier les plaques multicouches et
les panneaux sandwichs.
Un autre e´le´ment fini [35, 36, 87, 88] de type LW base´ sur le mode`le LS1 et son imple´mentation
dans le code commercial Abaqus sera pre´sente´ dans cette the`se (voir chapitre 4). Ce mode`le est
base´ aussi sur la formulation mixte Hellinger-Reissner. L’e´le´ment fini est de´veloppe´ au sein du
laboratoire Navier et posse`de 8 noeuds a` continuite´ C˚ , 4 points de Gauss et propose des polynoˆmes
pour l’approximation des champs de contraintes par couche. Les polynoˆmes sont du premier ordre
pour les contraintes membranaires, quadratiques pour les contraintes de cisaillement et cubiques
pour les contraintes normales.
1.3 LS1 et positionnement du mode`le dans la bibliographie.
Un premier exercice est de situer cette approche (LS1) dans la vision unifie´e propose´e par
Carrera[20] et qui fait re´fe´rence sur ces approches de plaques multicouches e´lastiques. Il y recense
et organise en fonction de la me´thode utilise´e et du degre´ de raffinement choisi, les diffe´rentes
approches existantes ou qu’il propose ; on y retrouve ainsi les approches classiques base´es sur un
principe de minimum d’e´nergie potentielle (Principle of Virtual Displacements) et des mode`les issus
d’une formulation mixte base´e par exemple sur un RMVT (Reissner Mixed Variational Theorem),
des mode`les Layer-wise, ESL (equivalent single layer) ou Zig-Zag, et diffe´rents ordre d’expansion
des champs approxime´s en z, description allant de line´aire au 4e`me ordre. La nomenclature et ainsi
les sigles utilise´s pour de´signer les diffe´rentes the´ories sont explique´s en de´tail sur la figure Fig.1.12.
Il n’est pas recense´ de mode`les en contrainte pure. Ceci constitue la premie`re originalite´ de
la proposition pre´sente. On se propose donc de rajouter dans la nomenclature cette distinction
et donc un S pour Stress. Ainsi le mode`le propose´ est un mode`le layer wise, en contrainte, non
mixte, bien qu’utilisant la formulation variationnelle d’Hellinger-Reissner mais sans hypothe`ses sur
les champs de de´placements, avec une contrainte membranaire line´aire. La de´nomination LS1 est
ainsi justifie´e et sera utilise´e dans la suite. Ce mode`le sera de´taille´ dans le chapitre suivant et sera
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Figure 1.12. Classification des mode`les de plaques axiomatiques et acronymes [20]
compare´ avec diverses the´ories qui font re´fe´rences (LM4, LM2, EMZC3, ED4...). Ces the´ories sont
pre´sente´es dans le papier de Carrera [20] et reimplante´es ici dans un outil de calcul de´veloppe´ au
LEME par Michele D’Ottavio [32, 34] ( voir le chapitre 3). Une imple´mentation de l’e´le´ment fini
du mode`le LS1 dans le code commercial ABAQUS sera alors pre´sente´e dans le chapitre 4.
Chapitre 2
Description du mode`le LS1 et de son
e´le´ment fini associe´
C
e chapitre a pour objectif de faire une revue bibliographique sur le mode`le multicouche LS1
et son e´le´ment fini Mpfeap conc¸u spe´cifiquement pour l’analyse locale des contraintes d’in-
terface de´veloppe´ dans l’UMR Navier. Sa formulation est base´e sur la formulation variationnelle
d’Hellinger-Reissner des proble`mes d’e´lasticite´ 3D [113] qui pre´sente l’avantage de donner a` la
fois les contraintes ge´ne´ralise´es, les de´placements ge´ne´ralise´s associe´s, les e´quations d’e´quilibre, les
conditions aux limites et le comportement du mode`le approche´. Trois focus seront faits chronologi-
quement dans ce chapitre bibliographique :
⋆ LS1 e´lasto-statique avec interface parfaite [88, 87]
⋆ Adaptation de la formulation du LS1 en dynamique [35]
⋆ Mode´lisation des interfaces imparfaites [35, 36]
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2.1 LS1 e´lasto-statique avec interface parfaite
On se re´fe´rera au tableau de notations page 15.
2.1.1 Formulation du mode`le des mate´riaux multicouches LS1
La premie`re formulation du mode`le de mate´riaux multicouches de Navier est du type Reissner
par couche, est nomme´ M4-5N et a e´te´ rebaptise´ ici LS1. L’approche e´lastique statique avec in-
terfaces parfaites (infiniment rigides et sans e´paisseur) est pre´sente´e dans [22, 88, 87]. La me´thode
de construction de ce mode`le approche´ consiste a` proposer une famille de champs de contraintes
approche´s. En introduisant cette forme de champs de contraintes dans la fonctionnelle d’Hellinger-
Reissner, on en de´duit les de´formations ge´ne´ralise´es duales des efforts inte´rieurs ge´ne´ralise´s. La
stationnarite´ de la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner par rapport a` une variation des champs de
de´placements ge´ne´ralise´s donne les e´quations d’e´quilibre et les conditions aux limites. La station-
narite´ de la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner par rapport aux efforts ge´ne´ralise´s nous donne le
comportement approche´.
2.1.1.1 Me´thode d’approximation d’Hellinger-Reissner pour un proble`me 3D
Le mate´riau est suppose´ e´lastique et le proble`me d’e´lasticite´ 3D a` re´soudre revient a` de´terminer
les champs de de´placement U et de contrainte σ¯ (voir 1.1.1).
La fonctionnelle d’Hellinger-Reissner sur le couple (U∗, σ¯∗) est :
H.R.(U∗, σ¯∗) =
∫
Ω
[
σ¯∗(x) : ε¯(U∗)(x)− f(x).U∗(x)−
1
2
σ¯∗(x) :
¯¯
S(x) : σ¯∗(x)
]
dΩ
−
∫
∂ΩU
(σ¯∗.n)(x).
(
U∗ − Ud
)
(x)dS −
∫
∂ΩT
T d(x).U∗(x)dS
= −
∫
Ω
[
divσ¯∗(x).U∗(x) + f(x).U∗(x) +
1
2
σ¯∗(x) :
¯¯
S(x) : σ¯∗(x)
]
dΩ
+
∫
∂ΩU
(σ¯∗.n)(x).Ud(x)dS +
∫
∂ΩT
(
(σ¯∗.n))− T d
)
(x).U∗(x)dS
(2.1)
Le the´ore`me de Reissner [113] est le suivant :
La solution du proble`me e´lastique est le couple (U, σ¯)qui rend stationnaire la fonctionnelle H.R.
La stationnarite´ par rapport a` une variation quelconque du champ de de´placement tridimen-
sionnel U∗ donne les e´quations d’e´quilibre et les conditions aux limites en contrainte sur ∂ΩT :
∀∂U∗
−
∫
Ω
[
divσ¯(x).∂U∗(x) + f(x).∂U∗(x)
]
dΩ+
∫
∂ΩT
(
(σ¯.n))− T d
)
(x).∂U∗(x)dS = 0
⇐⇒

divσ¯(x) + f(x) = 0
(σ¯.n)(x) = T d(x) sur ∂ΩT
(2.2)
48 2. Description du mode`le LS1 et de son e´le´ment fini associe´
La stationnarite´ par rapport a` une variation quelconque du champ de contrainte tridimensionnel
σ¯ donne le comportement e´lastique line´aire et les conditions aux limites en de´placement sur ∂ΩU :
∀∂σ¯∗
−
∫
Ω
[
div∂σ¯∗(x) : U(x) + ∂σ¯∗(x) :
¯¯
S(x) : σ¯(x)
]
dΩ
+
∫
∂ΩU
(∂σ¯∗.n)(x).Ud(x)dS +
∫
∂ΩT
(∂σ¯∗.n) (x).U(x)dS
⇐⇒

ε¯ (U(x)) =
¯¯
S(x) : σ¯(x)
U(x) = Ud(x) sur ∂ΩU
(2.3)
2.1.1.2 Approximation des champs de contraintes du mode`le LS1
On conside`re le multicouche forme´ de n couches d’e´paisseur ei dont les interfaces sont note´es
Γi,i+1. Le volume du multicouche est note´ Ω = ω × [h
−
1 ;h
+
n ]. Chaque couche du mode`le M4−5n
ou LS1 est conside´re´e comme des plaques Reissner-Mindlin colle´es entre elles. On adopte dans ce
chapitre les notations suivantes :
– l’exposant i de´signe la couche i et varie de 1 a` n
– l’exposant j, j + 1 de´signe l’interface entre les couches j et j + 1 et varie de 1 a` n
– les indices grecs α etβ varient de 1 a` 2 et serviront a` exprimer les composantes des champs
dans le plan (x, y)
On construit un mode`le qui ne fait pas apparaˆıtre les efforts inte´rieurs ge´ne´ralise´s N i3 et M
i
3 in-
troduits dans Pagano 1978 [96] dont la signification physique n’est pas directe. Les efforts ge´ne´ralise´s
sont choisis :
– Le tenseur plan ˜˜N i d’ordre 2 des efforts membranaires de la couche i
Nαβ(x, y) =
∫ h+i
h−i
σαβ(x, y, z)dz (2.4)
– Le tenseur plan ˜˜M i d’ordre 2 des moments de flexion de la couche i par rapport au plan
me´dian de la couche
M iαβ(x, y) =
∫ h+i
h−i
(z − h¯i)σαβ(x, y, z)dz (2.5)
– Le vecteur plan Q˜i d’efforts tranchants de la couche i
Qiα(x, y) =
∫ h+i
h−i
σα3(x, y, z)dz (2.6)
– Le vecteur plan τ˜ i,i+1 d’efforts inte´rieurs de cisaillement a` l’interface des couches i, i+ 1
τ i,i+1α (x, y) = σα3(x, y, h
+
i ) (2.7)
– Le scalaire νi,i+1 d’efforts d’arrachement a` l’interface des couches i, i+ 1
νi,i+1(x, y) = σ33(x, y, h
+
i ) (2.8)
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Une base de polynoˆmes (P ij ) orthogonale est de´finie pour simplifier l’explication des e´quations :
P i0 = 1
P i1 =
z − h¯i
ei
P i2 = −6(
z − h¯i
ei
)2 +
1
2
P i3 = −2(
z − h¯i
ei
)3 +
3
10
(
z − h¯i
ei
)
(2.9)
Les contraintes approche´es dans la couche i s’e´crivent :
σαβ(x, y, z) = N
i
αβ(x, y)
P i0(z)
ei
+
12
ei2
M iαβ(x, y)P
i
1(z) (2.10)
σα3(x, y, z) = Q
i
α(x, y)
P i0(z)
ei
+
(
τ i,i+1α (x, y)− τ
i−1,i
α (x, y)
)
P i1(z)
+
(
Qiα(x, y)−
ei
2
(
τ i,i+1α (x, y) + τ
i−1,i
α (x, y)
)) P i2(z)
ei
(2.11)
σ33(x, y, z) =
(
νi,i+1(x, y) + νi−1,i(x, y)
2
+
ei
12
div
(
τ˜ i,i+1(x, y)− τ˜ i−1,i(x, y)
))
P i0(z)
+
(
ei
12
div
(
τ˜ i,i+1(x, y) + τ˜ i−1,i(x, y)
)
−
divQ˜i(x, y)
5
+ νi,i+1(x, y)− νi−1,i(x, y)
)
P i1(z)
+
ei
12
div
(
τ˜ i,i+1(x, y)− τ˜ i−1,i(x, y)
)
P i2(z)
+
(
ei
2
div
(
τ˜ i,i+1(x, y) + τ˜ i−1,i(x, y)
)
− divQ˜i(x, y)
)
P i3(z) (2.12)
NOTE : i = 1..n
τ˜0,1 et τ˜n,n+1 : les efforts inte´rieurs de cisaillement sur la face infe´rieure de la couche 1
et supe´rieure de la couche n
ν˜0,1 et ν˜n,n+1 : les efforts inte´rieurs normaux sur la face infe´rieure de la couche 1 et
supe´rieure de la couche n
T−k et T
+
k avec k = 1..3 les composantes suivant k du vecteur contrainte impose´ sur les
faces externes infe´rieure et supe´rieure. Les efforts τ˜0,1 et τ˜n,n+1, ν˜0,1 et ν˜n,n+1 sont donc
des donne´es :

τ0,11 (x, y) = −T
−
1 (x, y)
τ0,12 (x, y) = −T
−
2 (x, y)
ν0,1(x, y) = −T−3 (x, y)
et

τn,n+11 (x, y) = T
+
1 (x, y)
τn,n+12 (x, y) = T
+
2 (x, y)
νn,n+1(x, y) = T+3 (x, y)
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2.1.1.3 De´placements ge´ne´ralise´s et de´formations ge´ne´ralise´es du mode`le LS1
* De´placements ge´ne´ralise´s En introduisant les contraintes ge´ne´ralise´es dans la fonction-
nelle Hellinger-Reissner (ean. 2.1) et en ne prenant en compte que les termes qui font apparaˆıtre
le champ de de´placement U∗, on obtient une fonctionnelle T sur (U∗, σ¯∗), et les de´placements
ge´ne´ralise´s apparaissent. A ce stade, on injecte les termes faisant intervenir des glissements Ωj,j+1∗
de l’interface Γi,i+1 afin d’exploiter la stationnarite´ de la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner.
T (U∗, σ¯∗) = −
∫
Ω
divσ¯∗.U∗dΩ+
∫
∂ΩT
(
(σ¯∗.n)− T d
)
.U∗dS
−
n−1∑
i=1
[∫
Γi,i+1
(σ¯∗.ez).Ω
i,i+1∗dS
]
= T1(U
∗, σ¯∗) + T2(U
∗, σ¯∗)
(2.13)
ou` :
T1(U
∗, σ¯∗) = −
∫
Ω
divσ¯∗.U∗dΩ+
∫
∂ΩT
(
(σ¯∗.n)− T d
)
.U∗dS
T2(U
∗, σ¯∗) = −
n−1∑
i=1
[∫
Γi,i+1
(σ¯∗.ez).Ω
i,i+1∗dS
]
La fonctionnelle T1 sur (U
∗, σ¯∗) est bien calcule´e :
T1(U
∗, σ¯∗) = −
n∑
i=1
∫
ω

(
˜div ˜˜N i∗(x, y) + τ˜ i,i+1∗(x, y)− τ˜ i−1,i∗(x, y)
)
.U˜ i∗(x, y)
+
(
˜div ˜˜M i∗(x, y)− Q˜i∗(x, y) + e
i
2
(
τ˜ i,i+1∗(x, y) + τ˜ i−1,i∗(x, y)
))
.Φ˜i∗(x, y
+
(
divQ˜i∗ + νi,i+1∗(x, y)− νi−1,i∗(x, y)
)
.U i∗3 (x, y)

+
n∑
i=1
∫
∂ω

(
˜˜N i∗.n
)
.U˜ i∗ +
(
M˜ i∗.n
)
.Φ˜i∗ +
(
Q˜i∗(x, y)− e
i
2
(
τ˜ i,i+1∗(x, y) + τ˜ i−1,i∗(x, y)
))
.nÛ i∗3
+Q˜i∗(x, y).nU i∗3 + e
i
(
τ˜ i,i+1∗(x, y)− τ˜ i−1,i∗(x, y)
)
.nU¯ i∗3 −
∫ h+i
h−i
T d.U∗dz

(2.14)
Soit :
– U˜ i∗ : champ de de´placement membranaire de la couche i de composantes U i∗α , α = 1, 2 avec :
U i∗α (x, y) =
∫ h+i
h−i
P i0(z)
ei
U∗α(x, y, z)dz (2.15)
U∗ : le champ de de´placement 3D. Il s’agit des 5n champs en (x, y) suivants : U˜ i∗, Φ˜i∗ et U i∗3
– Φ˜i∗ : le champ de rotation de la couche i de composantes Φi∗α , α = 1, 2 avec :
Φi∗α (x, y) =
∫ h+i
h−i
12
ei2
P i1(z)U
∗
α(x, y, z)dz (2.16)
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– U i∗3 : le champ de de´placement moyen normal de la couche i :
U i∗3 (x, y) =
∫ h+i
h−i
P i0(z)
ei
U∗3 (x, y, z)dz (2.17)
– U
i∗
3 : le champ qu’on appelle le premier moment du de´placement moyen normal de la couche i :
U
i∗
3 (x, y) =
1
ei
∫ h+i
h−i
P i1(z)U
∗
3 (x, y, z)dz (2.18)
– Uˆ i∗3 : le champ qu’on appelle le second moment du de´placement moyen normal de la couche i :
Uˆ i∗3 (x, y) =
∫ h+i
h−i
P i2(z)
ei
U∗3 (x, y, z)dz (2.19)
T2(U
∗, σ¯∗) = −
n−1∑
i=1
[∫
ω
τ˜ i,i+1∗Ω˜i,i+1∗ + νi,i+1∗Ωi,i+1∗3 dω
]
(2.20)
T (U∗, σ¯∗) = −
n∑
i=1
∫
ω

(
˜div ˜˜N i∗(x, y) + τ˜ i,i+1∗(x, y)− τ˜ i−1,i∗(x, y)
)
.U˜ i∗(x, y)
+
(
˜div ˜˜M i∗(x, y)− Q˜i∗(x, y) + e
i
2
(
τ˜ i,i+1∗(x, y) + τ˜ i−1,i∗(x, y)
))
.Φ˜i∗(x, y)
+
(
divQ˜i∗ + νi,i+1∗(x, y)− νi−1,i∗(x, y)
)
.U i∗3 (x, y)

+
n∑
i=1
∫
∂ω

(
˜˜N i∗.n
)
.U˜ i∗ +
(
M˜ i∗.n
)
.Φ˜i∗ +
(
Q˜i∗(x, y)− e
i
2
(
τ˜ i,i+1∗(x, y) + τ˜ i−1,i∗(x, y)
))
.nÛ i∗3
+Q˜i∗(x, y).nU i∗3 + e
i
(
τ˜ i,i+1∗(x, y)− τ˜ i−1,i∗(x, y)
)
.nU¯ i∗3 −
∫ h+i
h−i
T d.U∗dz

−
n−1∑
i=1
[∫
ω
τ˜ i,i+1∗Ω˜i,i+1∗ + νi,i+1∗Ωi,i+1∗3 dω
]
(2.21)
* De´formations ge´ne´ralise´es Inte´gration par parties sur les divergences de l’e´quation 2.21
T (U∗, σ¯∗) =
n∑
i=1
∫
ω
[
˜˜N i∗ : ˜˜εi∗ + ˜˜M i∗ : ˜˜χi∗ + Q˜i∗.
(
Φ˜i∗ + ˜gradU i∗3
)]
dω
+
n∑
i=0
∫
ω
τ˜ i,i+1∗.
(
U˜ i+1∗ − U˜ i∗ −
ei
2
Φ˜i∗ −
ei+1
2
Φ˜i+1∗ − Ω˜i,i+1∗
)
dω
+
n∑
i=0
∫
ω
νi,i+1∗
(
U i+1∗3 − U
i∗
3 − Ω
i,i+1∗
3
)
dω
−
n∑
i=1
∫
∂ω
(∫ h+i
h−i
T d.U∗dz
)
ds
(2.22)
Soient :
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– ˜˜εi∗ : le champ tensoriel d’ordre 2 de de´formation membranaire de la couche i de composantes :
εi∗αβ(x, y) =
1
2
(
∂U i∗α
∂xβ
+
∂U i∗β
∂xα
)
(2.23)
α, β = 1, 2
– ˜˜χi∗ : le champ tensoriel d’ordre 2 de courbure de la couche i de composantes :
χi∗αβ(x, y) =
1
2
(
∂χi∗α
∂xβ
+
∂χi∗β
∂xα
)
(2.24)
α, β = 1, 2
On en de´duit la dualite´ e´nerge´tique entre efforts et de´formations ge´ne´ralise´s pour i = 1..n et
j = 1..n− 1 :
˜˜N i ←→ ˜˜εi =
1
2
(
˜˜
GradU˜ i +T
˜˜
GradU˜ i
)
˜˜M i ←→ ˜˜χi =
1
2
(
˜˜
GradΦ˜i +T
˜˜
GradΦ˜i
)
Q˜i∗ ←→ γ˜i = Φ˜i + ˜GradU i3
τ˜ j,j+1 ←→ D˜j,j+1 − Ω˜j,j+1 = U˜ j+1 − U˜ j −
ej
2
Φ˜j −
ej+1
2
Φ˜j+1
νj,j+1 ←→ Dj,j+1ν − Ω
j,j+1
3 = U
j+1
3 − U
j
3
(2.25)
2.1.1.4 Equations d’e´quilibre et Conditions aux limites cohe´hents avec l’approxima-
tion en contraintes du mode`le LS1
La stationarite´ de H.R par rapport aux de´placements ge´ne´ralise´s permet d’obtenir les e´quations
d’e´quilibre et les conditions aux limites.
* Equations d’e´quilibre
˜div ˜˜N i(x, y) + τ˜ i,i+1(x, y)− τ˜ i−1,i(x, y) = 0 sur ω
divQ˜i + ν(i, i+ 1)(x, y)− νi−1,i(x, y) = 0 sur ω
˜div ˜˜M i(x, y)− Q˜i(x, y) +
ei
2
(
τ (i, i+ 1)(x, y) + τ˜ i−1,i(x, y)
)
= 0 sur ω
(2.26)
* Conditions aux limites
La relation entre les de´placements 3D U∗(x, y, z) pour z ∈ [h−i , h
+
i ] et les de´placements ge´ne´ralise´s
s’e´crit :
U∗(x, y, z) =
∣∣∣∣∣∣∣
U∗α(x, y, z) = P
i
0(z)U
i∗
α (x, y) + e
iP i1(z)Φ
i∗
α (x, y) + ∆U
i∗
α (x, y, z)
U∗3 (x, y, z) = P
i
0(z)U
i∗
3 (x, y) + ∆U
i∗
3 (x, y, z)
(2.27)
avec ∆U i∗α (x, y, z) orthogonal a` P
i
0(z) et P
i
1(z) et ∆U
i∗
3 (x, y, z) orthogonal a` P
i
0(z).
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Hypothe`se La contribution des termes de perturbation ∆U i∗α (x, y, z) et ∆U
i∗
3 (x, y, z) dans les
termes de bord est suppose´e ne´gligeable devant celle des de´placements ge´ne´ralise´s.
Le terme de bord −
∫ h+i
h−i
T d.U∗dz s’e´crit :
−N˜ idU˜
i∗ − M˜ idΦ˜
i∗ −QidI
i∗
3
ou` ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
N idα =
∫ h+i
h−i
T dα .P
i
0(z)dz
M idα =
∫ h+i
h−i
eiT dα .P
i
1(z)dz
Qid =
∫ h+i
h−i
T d3 .P
i
0(z)dz
(2.28)
Graˆce a` la stationnarite´ de la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner (eqn. 2.21) et en ne´gligeant
les termes de bord faisant intervenir les composantes U¯ i∗3 et Û
i∗∗
3 et qui font partie des termes de
perturbation du champ de de´placement, on obtient les conditions aux limites sur la frontie`re ∂Ω :∣∣∣∣∣∣∣
˜˜N i.n = N˜ id
˜˜M i.n = M˜ id
Q˜i.n = Qid
(2.29)
Ces expressions par couche sont de la meˆme forme que les conditions aux limites de plaques
Reissner-Mindlin classiques.
2.1.1.5 Loi de comportement du mode`le
La stationarite´ de H.R par rapport aux efforts ge´ne´ralise´s permet d’obtenir le comportement
ge´ne´ralise´
– loi de comportement des efforts normaux de membrane de la couche i pour i = 1..n :
˜˜εi(x, y) =
˜˜˜
S˜i
ei
: ˜˜N i(x, y) (2.30)
– loi de comportement des moments de flexion et de torsion dans le plan de la couche i pour
i = 1..n :
˜˜χi(x, y) =
12
ei3
˜˜˜
S˜i : ˜˜M i(x, y) (2.31)
– loi de comportement des efforts de cisaillement hors plan de la couche i pour i = 1..n :
γ˜i(x, y) =
6
5ei
˜˜SiQ.Q˜
i −
1
10
˜˜SiQ.(τ˜
i,i+1 + τ˜ i−1,i) (2.32)
– loi de comportement des efforts de cisaillement a` l’interface i, i+ 1 pour i = 1..n− 1 :
D˜i,i+1(x, y)− Ω˜i,i+1 = −
1
10
˜˜SiQ.Q˜
i −
1
10
˜˜Si+1Q .Q˜
i+1 −
ei
30
˜˜SiQ.τ˜
i−1,i
+
2
15
(
ei ˜˜SiQ + e
i+1 ˜˜Si+1Q
)
.τ˜ i,i+1 −
ei+1
30
˜˜Si+1Q .τ˜
i+1,i+2
(2.33)
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– loi de comportement des efforts d’arrachement a` l’interface i, i+ 1 pour i = 1..n− 1 :
Di,i+1ν (x, y)− Ω
i,i+1
3 =
9
70
eiSiνν
i−1,i +
13
35
(eiSiν + e
i+1Si+1ν )ν
i,i+1
+
9
70
ei+1Si+1ν ν
i+1,i+2
(2.34)
On retrouve un comportement membranaire et flexion de type Reissner par plaque, mais le com-
portement en cisaillement transverse est un peu diffe´rent et surtout des comportement d’interface
originaux sont propose´s.
2.1.1.6 Re´capitulatif des e´quations et des champs ge´ne´ralise´s
Champs ge´ne´ralise´s pour i = 1..n et j = 1..n− 1 :
– efforts inte´rieurs ge´ne´ralise´s ˜˜N i, ˜˜M i,Q˜i,τ j,j+1 et νj,j+1 de´finis par les e´quations 2.4-2.8
– de´placements ge´ne´ralise´s U˜ i,Φ˜i et U i3 de´finis par les e´quations 2.15-2.17
– de´formations ge´ne´ralise´es ˜˜εi, ˜˜χi,γ˜i,D˜j,j+1 et Dj,j+1ν de´finies par les e´quations 2.25
Equations d’e´quilibre sur ω pour i = 1..n (eqns. 2.26)
˜div ˜˜N i(x, y) + τ˜ i,i+1(x, y)− τ˜ i−1,i(x, y) = 0 sur ω
divQ˜i + ν(i, i+ 1)(x, y)− νi−1,i(x, y) = 0 sur ω
˜div ˜˜M i(x, y)− Q˜i(x, y) +
ei
2
(
τ (i, i+ 1)(x, y) + τ˜ i−1,i(x, y)
)
= 0 sur ω
Equations de comportement sur ω pour i = 1..n et j = 1..n− 1 (eqns. 2.30-2.34)
˜˜εi(x, y) =
˜˜˜
S˜i
ei
: ˜˜N i(x, y)
˜˜χi(x, y) =
12
(ei)3
˜˜˜
S˜i : ˜˜M i(x, y)
γ˜i(x, y) =
6
5ei
˜˜SiQ.Q˜
i −
1
10
˜˜SiQ.(τ˜
i,i+1 + τ˜ i−1,i)
D˜i,i+1(x, y)− Ω˜i,i+1 = −
1
10
˜˜SiQ.Q˜
i −
1
10
˜˜Si+1Q .Q˜
i+1 −
ei
30
˜˜SiQ.τ˜
i−1,i
+
2
15
(
ei ˜˜SiQ + e
i+1Q˜i+1
)
.τ˜ i,i+1 −
ei+1
30
˜˜Si+1Q .τ˜
i+1,i+2
Di,i+1ν (x, y)− Ω
i,i+1
3 =
9
70
eiSiνν
i−1,i +
13
35
(eiSiν + e
i+1Si+1ν )ν
i,i+1
+
9
70
ei+1Si+1ν ν
i+1,i+2
Conditions aux limites en effort ge´ne´ralise´ sur ∂ω pour i = 1..n (eqns. 2.29)∣∣∣∣∣∣∣
˜˜N i.n = N˜ id
˜˜M i.n = M˜ id
Q˜i.n = Qid
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2.1.2 Description du programme MPFEAP
Un e´le´ment fini a e´te´ de´veloppe´ en 2005 [86] a` partir de ce mode`le LS1. L’organisation ge´ne´rale
du programme sera de´crite en de´tail. L’organisation et un exemple de fichier de donne´es sont en
Annexe B. Nous pre´sentons dans ce paragraphe ce programme appelle´ MPFEAP (MultiParticle
Finite Element Analysis Program) dans lequel le LS1 a e´te´ imple´mente´. Le programme initialement
de´veloppe´ pour l’analyse des proble`mes statiques e´lastiques quelconques a e´te´ enrichi pour des
interfaces imparfaites et en dynamique (voir les sections suivantes).
Le programme MPFEAP (e´crit en FORTRAN77) est une adaptation du programme MEF
pre´sente dans [Dhatt 84] pour le proble`me spe´cifique des composites. Les spe´cifications du proble`me
du point de vue des e´le´ments finis sont fournies dans un fichier d’entre´e et peuvent eˆtre pre´pare´es
a` l’aide d’instructions pre´cise´es dans l’annexe C. La cre´ation du maillage et la repre´sentation
graphique du programme peuvent eˆtre facilement re´alise´es a` l’aide du programme de pre´ et post
processeur GID. La figure Fig.2.1 montre l’interface graphique du programme GID.
* Organisation ge´ne´rale
Sur la Fig. 2.2, nous avons une description sche´matique des entre´es, du fonctionnement et des
sorties du programme MPFEAP. Afin que le programme puisse effectuer le calcul, l’utilisateur
doit fournir un fichier de donne´es spe´cifiques. Diffe´rents sous-programmes servent a` la lecture des
donne´es, a` l’enchaˆınement des ope´rations et a` l’impression des re´sultats. L’utilisateur controˆle la
proce´dure de calcul en utilisant des commandes correspondantes aux blocs fonctionnels spe´cifiques.
* Enchaˆınement des blocs fonctionnels
Figure 2.1. Interface graphique du programme de pre´/post-traitement GID
Le programme principal enchaˆıne l’exe´cution des blocs fonctionnels sous le controˆle de l’utilisateur,
en appelant les sous-programmes correspondants a` chaque bloc (voir figure 2.3).
Le sous-programme BLnnnn exe´cute les ope´rations pre´liminaires suivantes du bloc ’nnnn’ :
de´finition des nume´ros logiques des fichiers sur disque utilise´s par le bloc, lecture des parame`tres
de controˆle ne´cessaires en particulier pour de´terminer la taille des tables du bloc, cre´ation des
nouvelles tables ne´cessaires, en utilisant la technique d’allocation pseudo dynamique de´crite au pa-
ragraphe suivant, appel du sous-programme EXnnnn. Le sous-programme EXnnnn exe´cute toutes
les ope´rations que doit effectuer le bloc fonctionnel ’nnnn’, en faisant appel, si ne´cessaire, a` la
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Figure 2.2. Description globale de MPFEAP
Figure 2.3. Enchaˆınement des blocs fonctionnels
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librairie ge´ne´rale de sous-programmes.
* Normes de programmation
Dans le programme MPFEAP, on adopte les re`gles de Dhat et Touzot [29] que l’on rappelle ci-
dessous :
– Blocs fonctionnels : Chaque bloc fonctionnel a un nom de 4 caracte`res ’nnnn’. Il lui corres-
pond en ge´ne´ral un sous-programme de pre´paration BLnnnn, un sous-programme d’exe´cution
EXnnnn et un COMMON/nnnn/.
– Tables : Une table a un nom, en ge´ne´ral de 4 lettres : ’tttt’. Son premier terme se trouve en
VA (Ltttt). Son nom dans les sous-programmes d’exe´cution est Vtttt pour une table re´elle
(par exemple VCORG), Ktttt pour une table entie`re (par exemple KLOCE).
– Variables : La premie`re lettre des noms des variables caracte´rise la nature des variables V.
. . Tables re´elles K. . . Tables entie`res L. . . Position du de´but d’une table dans VA M. .
Variables lie´es aux ope´rations d’entre´e-sortie.
* Description des blocs fonctionnels
Programme principal : Le programme principal est compose´ de deux parties :
– La section de controˆle de l’enchaˆınement des blocs lit une carte de donne´es contenant : -
le nom du bloc fonctionnel a exe´cuter : IMAG, COMT, COOR, COND, PREL, ELEM,
SOLC, SOLR, LINM, LIND, STOP - le niveau d’impression (fichier de re´sultat) de´sire´ : M
les nume´ros de 10 fichiers e´ventuellement utilise´s par le bloc : MLUN(10).
Le controˆle passe ensuite a l’un des sous-programmes appele´s dans la deuxie`me section.
– La section d’exe´cution qui appele les divers sous-programmes, suivie du retour au de´but de
la section de controˆle.
Sous-programmes appelle´s BLCOOR, BLCOND . . . qui sont des sous-programmes d’appel des
divers blocs fonctionnels disponibles.
2.2 Adaptation de la formulation du LS1 en dynamique
Dans la the`se de VA.Duong [35] , le LS1 est comple´te´ par une formulation en dynamique. On
se re´fe´rera au tableau de notations page 15.
En se basant sur la formulation LS1 en statique, les termes dynamiques sont introduits dans
la formulation variationnelle d’Hellinger-Reissner. Etape par e´tape, les termes dynamiques vont
apparaˆıtre dans les e´quations d’e´quilibre du mode`le. Ceci demande la formulation de la matrice de
masse dans l’e´le´ment fini et les outils pour re´soudre les proble`mes dynamique.
2.2.1 Formulation du mode`le LS1 en dynamique
2.2.1.1 Me´thode d’approximation d’Hellinger-Reissner pour le proble`me 3D
De fac¸on identique a` la formulation du mode`le LS1 en statique, on conside`re un volume de
matie`re Ω de frontie`re ∂Ω. On rappelle les notations utilise´es :
– x : la variable d’espace
–
¯¯
S : le tenseur d’ordre quatre des souplesses en x
– σ¯ : le tenseur solution des contraintes 3D en x
– σ¯∗ : un champ de tenseur d’ordre 2 syme´trique de classe C1 par morceau sur ω
– U : le vecteur de´placement 3D en x
– U∗ : un champ de vecteur 3D continu sur Ω de classe C1 par morceau sur ω
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– ε¯ : le tenseur des de´formations 3D en x
– Ud : les de´placements impose´s sur la partie ∂ΩT de la frontie`re ∂Ω
– f : les forces de volume en x
– ρ : la masse volumique
Un terme dynamique est ajoute´ dans la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner sur un couple de champs
de de´placements et de contraintes virtuel (U∗, σ¯∗). La fonctionnelle en statique (eqn. 2.1) devient
l’e´quation en dynamique :
H.R.
D
(U∗, σ¯∗) = H.R.(U∗, σ¯∗) +
∫
Ω
[
1
2
ρU¨
∗
(x).U¨
∗
(x)
]
dΩ
= −
∫
Ω
[
divσ¯∗(x).U∗(x) + f(x).U∗(x) +
1
2
σ¯∗(x) :
¯¯
S(x) : σ¯∗(x)
]
dΩ
+
∫
Ω
1
2
ρU¨
∗
(x).U¨
∗
(x)dΩ
+
∫
∂ΩU
(σ¯∗.n)(x).Ud(x)dS +
∫
∂ΩT
(
(σ¯∗.n))− T d
)
(x).U∗(x)dS
(2.35)
La stationnarite´ par rapport a` une variation quelconque du champ de de´placements tridimensionnel
U∗ donne les e´quations d’e´quilibre et les conditions aux limites en contrainte sur ∂ΩT . En le faisant,
les conditions aux limites ne varient pas par rapport a` celles en statique (eqn. 2.3). Cependant, la
force d’inertie apparaˆıt dans les e´quations d’e´quilibre (eqn. 2.2 devient eqn. 2.36) :
∀∂U∗
−
∫
Ω
[
divσ¯(x).∂U∗(x) + f(x).∂U∗(x)− ρU¨(x).∂U∗(x)
]
dΩ+
∫
∂ΩT
(
(σ¯.n))− T d
)
(x).∂U∗(x)dS = 0
⇐⇒

divσ¯(x) + f(x) = ρU¨
(σ¯.n)(x) = T d(x) sur ∂ΩT
(2.36)
2.2.1.2 Etape 2 : De´placements ge´ne´ralise´s et de´formations ge´ne´ralise´es du mode`le
En remplac¸ant les contraintes ge´ne´ralise´es dans la fonctionnelle Hellinger-Reissner (eqn. 2.35)
et en ne prenant en compte que des termes qui font apparaˆıtre le champ de de´placements U∗,
on obtient une fonctionnelle T
D
sur (U∗, σ¯∗) ou` les de´placements ge´ne´ralise´s apparaissent. En
comparaison de la fonctionnelle T en statique (eqn. 2.13), T
D
est la somme de T et de la puissance
d’inertie.
T
D
(U∗, σ¯∗) = T (U∗, σ¯∗) +
∫
Ω
[
1
2
ρU¨
∗
(x).U¨
∗
(x)
]
dΩ
= −
∫
Ω
[
divσ¯∗.U∗ −
1
2
ρU¨
∗
(x).U¨
∗
(x)
]
dΩ+
∫
∂ΩT
(
(σ¯∗.n)− T d
)
.U∗dS
−
n−1∑
i=1
[∫
Γi,i+1
(σ¯∗.ez).Ω
i,i+1∗dS
]
= T1(U
∗, σ¯∗) + T2(U
∗, σ¯∗) + T3(U
∗, σ¯∗)
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ou` :
T1(U
∗, σ¯∗) = −
∫
Ω
divσ¯∗.U∗dΩ+
∫
∂ΩT
(
(σ¯∗.n)− T d
)
.U∗dS
T2(U
∗, σ¯∗) = −
n−1∑
i=1
[∫
Γi,i+1
(σ¯∗.ez).Ω
i,i+1∗dS
]
T3(U
∗, σ¯∗) =
∫
Ω
1
2
ρU¨
∗
(x).U¨
∗
(x)dΩ
Les fonctionnelles T1 sur (U
∗, σ¯∗) et T2 ont de´ja` e´te´ introduites (eqns. 2.14,2.20)
On rappelle les de´finitions des champs de de´placements (eqns. 2.15, 2.16, 2.17)
– U˜ i∗ : champ de de´placements membranaires de la couche i de composantes U i∗α , α = 1, 2 avec :
U i∗α (x, y) =
∫ h+i
h−i
P i0(z)
ei
U∗α(x, y, z)dz
U∗ : le champ de de´placements 3D. Il s’agit des 5n champs en (x, y) suivants :U˜ i∗, Φ˜i∗ et U i∗3
– Φ˜i∗ : le champs de rotations de la couche i de composantes Φi∗α , α = 1, 2 avec :
Φi∗α (x, y) =
∫ h+i
h−i
12
ei2
P i1(z)U
∗
α(x, y, z)dz
– U i∗3 : le champ de de´placements moyen normal de la couche i :
U i∗3 (x, y) =
∫ h+i
h−i
P i0(z)
ei
U∗3 (x, y, z)dz
Les de´placements approche´s dans la couche i s’e´crivent alors :
U5nα (x, y, z) = Uα(x, y) + (z − h
i)φαi(x, y)
U5n3 (x, y, z) = U3(x, y)
Donc, le terme restant T3 s’e´crit dans le mode`le LS1 :
T3(U
∗, σ¯∗) =
n∑
i=1
∫
ω

1
2
¨˜U i∗(x, y). ¨˜U i∗(x, y).
∫ h+i
h−i
ρdz + ¨˜U i∗. ¨˜Φi∗.
∫ h+i
h−i
ρ(z − hi)dz
+
1
2
¨˜Φi∗(x, y). ¨˜Φi∗(x, y).
∫ h+i
h−i
ρ(z − hi)
2dz
+
1
2
U¨ i∗3 (x, y).U¨
i∗
3 (x, y).
∫ h+i
h−i
ρdz

(2.37)
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On a : ∫ h+i
h−i
ρdz = ρei∫ h+i
h−i
ρ(z − hi)dz = 0∫ h+i
h−i
ρ(z − hi)
2 =
1
12
ρei3
Donc,
T3(U
∗, σ¯∗) =
n∑
i=1
∫
ω
 12ρei ¨˜U i∗(x, y). ¨˜U i∗(x, y)
+
1
24
ρei3 ¨˜Φi∗(x, y). ¨˜Φi∗(x, y) +
1
2
ρeiU¨ i∗3 (x, y).U¨
i∗
3 (x, y)
 (2.38)
Des termes T1, T2, T3 calcule´s dans les eqns. 2.14, 2.20, 2.38, on de´duit TD :
T
D
(U∗, σ¯∗) =
−
n∑
i=1
∫
ω

(
˜div ˜˜N i∗(x, y) + τ˜ i,i+1∗(x, y)− τ˜ i−1,i∗(x, y)
)
.U˜ i∗(x, y)
+
(
˜div ˜˜M i∗(x, y)− Q˜i∗(x, y) + e
i
2
(
τ˜ i,i+1∗(x, y) + τ˜ i−1,i∗(x, y)
))
.Φ˜i∗(x, y)
+
(
divQ˜i∗ + νi,i+1∗(x, y)− νi−1,i∗(x, y)
)
.U i∗3 (x, y)
−
1
2
ρei ¨˜U i∗(x, y). ¨˜U i∗(x, y)
−
1
24
ρei3 ¨˜Φi∗(x, y). ¨˜Φi∗(x, y)−
1
2
ρeiU¨ i∗3 (x, y).U¨
i∗
3 (x, y)

+
n∑
i=1
∫
∂ω

(
˜˜N i∗.n
)
.U˜ i∗ +
(
M˜ i∗.n
)
.Φ˜i∗
+
(
Q˜i∗(x, y)− e
i
2
(
τ˜ i,i+1∗(x, y) + τ˜ i−1,i∗(x, y)
))
.nÛ i∗3
+Q˜i∗(x, y).nU i∗3 + e
i
(
τ˜ i,i+1∗(x, y)− τ˜ i−1,i∗(x, y)
)
.nU¯ i∗3 −
∫ h+i
h−i
T d.U∗dz

−
n−1∑
i=1
[∫
ω
τ˜ i,i+1∗Ω˜i,i+1∗ + νi,i+1∗Ωi,i+1∗3 dω
]
(2.39)
2.2.1.3 Etape 3 : Equations d’e´quilibre et Conditions aux limites du mode`le
En e´crivant la variation de H.R. 2.2.1.2 par rapport aux de´placements inte´rieurs ge´ne´ralise´s, on
obtient les e´quations d’e´quilibre ge´ne´ralise´es et les conditions aux limites ge´ne´ralise´es. Les condi-
tions aux limites obtenues sont identiques a` celles obtenues en statique (eqn. 2.29). Les e´quations
d’e´quilibre s’e´crivent :
˜div ˜˜N i(x, y) + τ˜ i,i+1(x, y)− τ˜ i−1,i(x, y) = ρei
¨˜U i sur ω
divQ˜i + ν(i, i+ 1)(x, y)− νi−1,i(x, y) = ρeiU¨
i
3 sur ω
˜div ˜˜M i(x, y)− Q˜i(x, y) +
ei
2
(
τ (i, i+ 1)(x, y) + τ˜ i−1,i(x, y)
)
= ρ
ei3
12
¨˜Φi sur ω
(2.40)
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2.2.1.4 Re´capitulatif des e´quations et des champs ge´ne´ralise´s
Champs ge´ne´ralise´s pour i = 1..n et j = 1..n− 1 :
– efforts inte´rieurs ge´ne´ralise´s ˜˜N i, ˜˜M i,Q˜i,τ j,j+1 et νj,j+1 de´finis par les eqns. (2.4) a` (2.8)
– de´placements ge´ne´ralise´s U˜ i,Φ˜i et U i3 de´finis par les eqns. (2.15) a` (2.17)
– de´formations ge´ne´ralise´es ˜˜εi, ˜˜χi,γ˜i,D˜j,j+1 et Dj,j+1ν de´finies par eqns. (2.25)
Equations d’e´quilibre sur ω pour i = 1..n (eqns. 2.40)
˜div ˜˜N i(x, y) + τ˜ i,i+1(x, y)− τ˜ i−1,i(x, y) = ρei ¨˜U i sur ω
divQ˜i + ν(i, i+ 1)(x, y)− νi−1,i(x, y) = ρeiU¨ i3 sur ω
˜div ˜˜M i(x, y)− Q˜i(x, y) +
ei
2
(
τ (i, i+ 1)(x, y) + τ˜ i−1,i(x, y)
)
= ρ
(ei)3
12
¨˜Φi sur ω
Equations de comportement sur ω pour i = 1..n et j = 1..n− 1 (eqns. 2.30 a` 2.34)
Conditions aux limites en effort ge´ne´ralise´ sur ∂ω pour i = 1..n (eqns. 2.29)
2.2.2 Ele´ment fini MPFEAP en dynamique : Formulation des matrices e´le´mentaires
Principe des puissances virtuelles Pour tout milieu mate´riel repe´re´ dans un syste`me de re´fe´ren-
ce global, a` chaque instant et pour tout mouvement virtuel, la puissance virtuelle des quantite´s
d’acce´le´ration Wa est e´gale a` la somme des puissances virtuelles des efforts inte´rieurs Wint et
des efforts exte´rieurs Wext
Wa =Wint +Wext (2.41)
On conside`re un e´le´ment supportant des sollicitations nodales F e et des sollicitations volumiques
p. L’e´le´ment est soumis a` un champ de contraintes σ et ǫ, la de´formation et δe, les de´placements
nodaux. On suppose que l’e´le´ment est soumis a` un champ de de´placements nodaux virtuels δe
∗
.
Les champs de de´placements et de de´formations internes virtuels compatibles sont δ∗ et ǫ∗. En
utilisant l’approximation nodale des de´formations et contraintes (matrice B de´finie dans la section
4.2.3.3) et la de´finition de la matrice d’e´lasticite´D (section 4.2.3.4), on a l’extension des puissances
virtuelles comme suit :
W eint = −
∫
Ωe
σ : ǫ∗dΩ
= −
∫
Ωe
D.ǫ : ǫ∗dΩ
= −
∫
Ωe
DBδe : (Bδ
∗
e)dΩ
= −δ∗Te
(∫
Ωe
BTDBdΩ
)
δe
(2.42)
W eext = −
∫
Ωe
pδ∗dΩ+ δ∗Te F
e
= −
∫
Ωe
pNδ∗edΩ+ δ
∗T
e F
e
= −δ∗Te
(∫
Ωe
NTpdΩ+ F e
) (2.43)
Dans le cas statique, Wa = 0, on a la relation :
F e + F ep =K
eδe (2.44)
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ou` :
Ke =
∫
Ωe
BTDBdΩ (2.45)
F ep =
∫
Ωe
NTpdΩ (2.46)
Dans le cas dynamique, la puissance virtuelle des quantite´s d’acce´le´ration Wa n’est pas e´gale a`
ze´ro. Pour simplifier sa formulation, on conside`re un e´le´ment a` une couche. Le de´placement d’un
point est :
δ = 〈UVWφxφy〉
T (2.47)
Le champ de de´placements virtuels d’un point q(x,y,z) est de´fini comme une fonction des de´place-
ments ge´ne´ralise´s :
Uˆ∗q = Uˆ
∗ + zΦ∗ (2.48)
De meˆme le champ en 3D est suppose´ sous la forme suivante :
u∗q(x, y, z)
v∗q (x, y, z)
w∗q(x, y, z)
 =

u∗(x, y)
v∗(x, y)
w∗(x, y)
+ z

φ∗x(x, y)
φ∗y(x, y)
0
 (2.49)
Les acce´le´rations s’e´crivent :
u¨q(x, y, z)
v¨q(x, y, z)
w¨q(x, y, z)
 =

u¨(x, y)
v¨(x, y)
w¨(x, y)
+ z

φ¨x(x, y)
φ¨y(x, y)
0
+

△¨x(x, y, z)
△¨y(x, y, z)
△¨z(x, y, z)
 (2.50)
Le travail virtuel duˆ aux effets d’inertie s’e´crit en ne´gligeant les termes concernant les △(x, y, z) :
W ea = −
∫
Ωe
(u∗qρu¨q + v
∗
qρv¨q + w
∗
qρw¨q)dΩ
≈ −
∫
Ωe
ρ((u∗ + zφ∗x)(u¨+ zφ¨x) + (v
∗ + zφ∗y)(v¨ − zφ¨y) + w
∗w¨)dzd∂Ω
≈ −δ∗Te
(∫
∂Ωe
NTmNd∂Ω
)
δ¨e
(2.51)
ou` la matrice d’inertie m d’un e´le´ment a` une couche s’e´crit :
m =

ρe 0 0 0 0
0 ρe 0 0 0
0 0 ρe 0 0
0 0 0 112ρe
3 0
0 0 0 0 112ρe
3
 (2.52)
En ge´ne´ral, la matrice d’inertie m d’un e´le´ment a` n couches de dimension 5n× 5n s’e´crit :
m =

m1 0 0 0
0 m2 0 0
0 0
. . . 0
0 0 0 mn
 (2.53)
Soient m1,m2 · · ·mn : les matrices d’inertie des couches 1, 2, · · ·n de dimension 5× 5. L’e´quation
d’e´quilibre e´le´mentaire est alors :
F e + F ep =K
eδe +M eδ¨
e
(2.54)
ou`
M e =
∫
∂Ω
NTmNd∂Ω (2.55)
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2.2.3 Re´sultats : vibration libre des plaques multicouches
On pre´sente un re´sultat propose´ dans [35] qui valide le mode`le LS1 en dynamique dans des cas
de plaques multicouches, une plaque carre´e multicouche orthotrope e´paisse est choisie. Le rapport
entre sa longueur et son e´paisseur a/h est de 10. Le degre´ d’orthotropie est conside´re´ en changeant
le rapport des modules d’Young suivant deux directions du mate´riau E1/E2.
La premie`re fre´quence propre non-dimensionnelle obtenue par MPFEAP est valide´e par com-
paraison avec celle de la the´orie 3D et le code e´le´ment fini donne´ par Khare-Kant et Putcha,
Reddy. Les solutions de la the´orie 3D sont utilise´es comme re´fe´rences. Le pourcentage d’erreur est
indique´ dans les parenthe`ses. Dans le cadre de la pre´sentation, nous pre´sentons les re´sultats de la
plaque multicouche asyme´trique (0˚ /90˚ )n (n=1,2,3) ou` on peut de´montrer l’efficacite´ du mode`le
par rapport aux autres mode`les dans la litte´rature.
Le mode`le LS1 est plus souple que les autres mode`les de la litte´rature et les re´sultats obtenus
par MPFEAP sont tre`s proches de la solution 3D. Dans le cas ou` Ei/Ei+1 est important, MPFEAP
semble plus efficace que les autres mode`les (Bonne prise en compte de l’anisotropie et stabilite´ des
re´sultats).
2.3 Mode´lisation des interfaces imparfaites
Dans le LS1 original, les interfaces sont parfaites, c’est a` dire infiniment rigides et d’e´paisseur
nulle. Pour prendre en compte des comportements d’interfaces souples ou plastiques, deux mode`les
d’interface ont e´te´ introduits dans le code e´le´ments finis [36]. On se re´fe´rera au tableau de notations
page 15.
Le premier de´crit l’interface frontie`re par trois ressorts e´lastiques inde´pendants entre eux dans
les trois directions principales de l’interface. La rigidite´ de chaque ressort repre´sente la relation
line´aire entre le glissement de l’interface et la contrainte suivant la direction correspondante. Il
n’existe pas de couplage entre les directions. Cette me´thode est applicable par exemple dans les
calculs des poutres mixtes (en bois-be´ton ou en be´ton-acier) et ou` diffe´rents types de connecteurs
sont utilise´s pour assurer la connexion entre les couches [98]. On peut appeler ce mode`le ”mode`le
de connecteur e´lastique” ou ”mode`le de connecteur a` trois ressorts”.
Le deuxie`me a pour but de mode´liser la couche de colle ou re´sine existante dans les interfaces
de composites et dans les joints colle´s. L’interface conside´re´e est e´lasto-plastique parfaite obe´issant
au crite`re de Von-Mises. Contrairement a` ce qui a e´te´ fait auparavant dans Diaz [31] ou` la colle
e´tait une simple frontie`re entre les couches, ici l’interface-colle a une e´paisseur physique, afin de
proposer son propre comportement mais reste une interface au sens ou` elle ne travaille qu’hors plan,
cisaillements transverses et contrainte normale. L’algorithme de projection est utilise´ pour re´soudre
ce proble`me. On appelle ce mode`le ”mode`le de couche interfaciale e´lastoplastique parfaite”
2.3.1 Mode`le de connecteur e´lastique
Le comportement d’une structure mixte de´pend beaucoup du comportement de l’interface entre
les deux mate´riaux. Cette interface est gouverne´e par des syste`mes de connexion dont la connais-
sance du comportement est ne´cessaire pour le dimensionnement. En ge´ne´ral, le comportement d’un
syste`me de connexion de´pend des facteurs suivants :
– Cate´gorie de connexion : local ou continu
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Figure 2.4. Pourcentage d’erreur sur la premie`re fre´quence propre non-dimensionnelle des
diffe´rents mode`les pour une plaque asyme´trique (0˚ /90˚ )n (n= 1,2,3), (diffe´rents rap-
ports d’anisotropie) [35]
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– Morphologie des connecteurs
– Profondeur de pe´ne´tration des connecteurs dans les mate´riaux
– Disposition des connecteurs a` l’interface
– Caracte´ristiques des mate´riaux
– Mode de chargement : monotone, cyclique ou plus complexe.
Plusieurs auteurs ont de´veloppe´ des the´ories permettant d’obtenir des solutions a` ce proble`me. Les
premiers calculs ont e´te´ pre´sente´s par Granholm [47] pour les poutres de deux ou trois couches
de bois, et par Newmark [85] pour les poutres mixtes acier-be´ton. Ces the´ories se basent sur
l’hypothe`se de mate´riaux e´lastiques line´aires et sur la cine´matique de Bernoulli applique´e a` chaque
couche de mate´riau. En plus, pour tenir compte de la connexion imparfaite, les auteurs supposent
une loi d’interface line´aire qui relie l’effort de cisaillement et le glissement a` l’interface. Quelques
auteurs acceptent une loi de comportement simple du syste`me de connexion qui est constitue´e de
trois coefficients de rigidite´ inde´pendants suivant trois directions principales [49, 50, 83, 98]. Pham
[98] a fait une adaptation du mode`le LS1 en de´formation plane afin de re´soudre le proble`me de
poutres mixtes. En faisant l’inte´grale sur la largeur de la plaque, il re´duit le proble`me de 2D a`
1D. En se fondant sur le mode`le 1D, Pham dans sa the`se [98] a propose´ une solution analytique
du mode`le LS1 adapte´ aux calculs des poutres mixtes de deux couches subissant un chargement
uniforme. Les e´tudes expe´rimentales sont ne´cessaires pour que les coefficients correspondants a`
chaque type de connexion, chaque type de structure et de chargement soient de´termine´s.
Au-dela` des mode`les line´aires, Goodman [46] a pre´sente´ un calcul qui permet de prendre en
compte le comportement non-line´aire de l’interface. Un re´sume´ tre`s riche des the´ories des poutres
mixtes a` connexion imparfaite prenant en compte le comportement non-line´aire des mate´riaux
et de l’interface a e´te´ pre´sente´ dans [56]. Graˆce au de´veloppement des outils informatiques, des
solutions nume´riques ont e´te´ propose´es pour ce proble`me dans les domaines e´lastiques line´aire et
non-line´aire [5].
Le mode`le de connecteur e´lastique est e´galement applique´ dans les composites dont l’inter-
face est imparfaite. Dans cette partie, on va pre´senter divers types d’application de ce mode`le
dans les composites, le mode`le imple´mente´ dans le code e´le´ments finis MPFEAP et l’e´le´ment fini
correspondant.
2.3.1.1 Loi de l’interface imple´mente´e dans le code MPFEAP
On rappelle que les efforts a` l’interface sont constitue´s de trois composantes : deux contraintes
de cisaillement τx, τy et la contrainte d’arrachement ν. Les glissements de l’interface sont des
de´formations relatives entre deux couches adjacentes : Ω1, Ω2, Ω3. La rigidite´ de l’interface se
caracte´rise par trois coefficients k1, k2, k3 repre´sentant la relation line´aire entre les contraintes et
les glissements a` l’interface. Le couplage entre les directions n’est pas introduit. Les coefficients de
rigidite´ sont de´termine´s par des essais expe´rimentaux. La loi de l’interface i, i+ 1 s’e´crit :
τ i,i+1x = k
i,i+1
x Ω
i,i+1
x
τ i,i+1y = k
i,i+1
y Ω
i,i+1
y
νi,i+1 = ki,i+1ν Ω
i,i+1
ν
(2.56)
Cette relation comple`te la loi de comportement dans les eqns. 2.30 a` 2.34 pour achever les e´quations
ne´cessaires a` la re´solution du proble`me.
La construction de la matrice de souplesse est change´e pour introduire la loi de l’interface. On
pre´sente l’adaptation du code e´le´ments finis dans la sous-section suivante.
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2.3.1.2 Adaptation du code e´le´ments finis
Pour pouvoir facilement inte´grer le couplage entre des directions dans la loi de l’interface, il est
ne´cessaire de reconstruire des matrices et des vecteurs de de´formations et de contraintes.
En tenant compte de la loi de l’interface (eqn. 2.56), la loi de comportement (des eqns. 2.30-2.34)
devient :
˜˜εi(x, y) =
˜˜˜
S˜i
ei
: ˜˜N i(x, y)
˜˜χi(x, y) =
12
(ei)3
˜˜˜
S˜i : ˜˜M i(x, y)
γ˜i(x, y) =
6
5ei
˜˜SiQ.Q˜
i −
1
10
˜˜SiQ.(τ˜
i,i+1 + τ˜ i−1,i)
D˜i,i+1(x, y) = −
1
10
˜˜SiQ.Q˜
i −
1
10
˜˜Si+1Q .Q˜
i+1 −
ei
30
˜˜SiQ.τ˜
i−1,i
+
2
15
(
ei ˜˜SiQ + e
i+1Q˜i+1
)
.τ˜ i,i+1 −
ei+1
30
˜˜Si+1Q .τ˜
i+1,i+2 +S˜i,i+1τ˜ i,i+1
Di,i+1ν (x, y) =
9
70
eiSiνν
i−1,i +
13
35
(eiSiν + e
i+1Si+1ν )ν
i,i+1
+
9
70
ei+1Si+1ν ν
i+1,i+2 +Si,i+1ν ν
i,i+1
(2.57)
ou` les glissements ge´ne´ralise´s a` l’interface Ωx, Ωy et Ων qui e´taient dans les termes de gauche dans
les e´quations 2.33-2.34 sont de´place´s a` droite :
Ω˜i,i+1 =
[
Ωi,i+1x
Ωi,i+1y
]
= S˜i,i+1τ˜ i,i+1
Ωi,i+1ν = S
i,i+1
ν νi,i+1
(2.58)
avec la matrice de souplesse de cisaillement de l’interface (i, i+1), S˜i,i+1 et la matrice de souplesse
normale Si,i+1ν de l’interface de´finies comme suit :
S˜i,i+1 =
[
1/ki,i+1x 0
0 1/ki,i+1y
]
Si,i+1ν = 1/k
i,i+1
ν
(2.59)
On rappelle que la matrice de souplesse S formule´e dans 4.2.3.4 de dimension (11n−3)× (11n−3)
s’e´crit :
S =
 Sc 0 00 Sν 0
0 0 SQ
 (2.60)
Les matrices de souplesse Sc, Sν et SQ sont formule´es a` partir des matrices de souplesse de chaque
couche Sci , S
ν
i et S
Q
i (i = 1 . . . n). Le changement n’intervient que dans les deux dernie`res matrices.
Ces deux dernie`res matrices sont formule´es a` partir des e´quations de comportement du mode`le (les
deux dernie`res e´quations du syste`me d’ e´quation 2.57) :
Sνi =
[
9eiSi
33
70
13(eiSi
33
+ei+1Si+1
33
)
35 +S
i,i+1
ν
9ei+1Si+1
33
70
]
(2.61)
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S
Q
i =
 0 −SiQ10 6SiQ5ei −SiQ10 0 0
0
−eiSiQ
30
−S
i
Q
10
2(eiSiQ+e
i+1S
i+1
Q
)
15 +S
i,i+1 −S
i+1
Q
10
−ei+1Si+1
Q
30
 (2.62)
La re´union des matrices de chaque couche nous donne la forme des matrices de souplesse e´le´mentaires
ci-dessus :
– Sν matrice de dimension (n− 1)× (n− 1) est de´finie par :
Sν =
13(e1S1
33
+e2S2
33
)
35 +S
1,2
ν
9e2S2
33
70 . . .
9e2S2
33
70
13(e2S2
33
+e3S3
33
)
35 +S
2,3
ν
9e3S3
33
70 . .
. . . . .
. . . .
13(en−1Sn−1
33
+enSn
33
)
35 +S
n−1,n
ν

(2.63)
– SQ matrice de dimension (4n− 2)× (4n− 2) est de´finie par :
SQ =
6S1Q
5e1
−S
1
Q
10 0 0 . . . . .
−S
1
Q
10
2(e1S1Q+e
2S
2
Q)
15 +S
1,2 −S
2
Q
10
−e2S2Q
30 . . . . .
0
−S
2
Q
10
6S2Q
5e2
−S
2
Q
10 0 0 . . .
0
−e2S2Q
30
−S
2
Q
10
2(e2S2Q+e
3S
3
Q)
15 +S
2,3 −S
3
Q
10
−e3S3Q
30 . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . .
−S
n
Q
10
6SnQ
5en

(2.64)
ou` SjQ est la souplesse du cisaillement de la couche j. Les termes encadre´s sont ajoute´s aux
e´quations originales.
La souplesse de l’interface fait augmenter la souplesse totale de la structure, donc, diminue la
rigidite´ de la structure composite. On peut voir cet effet dans les e´quations 2.63-2.64.
2.3.1.3 Re´sultats : Une poutre mixte en bois-be´ton
On cite un re´sultat d’aplication [35] pour les poutres mixtes en bois-be´ton pour valider le code
MPFEAP de´veloppe´ en interfaces imparfaites (connecteur e´stique). Le code e´le´ments finis est valide´
par une comparaison avec la solution analytique du mode`leM4−5n ou LS1 en de´formation plane,
effectue´e par Pham [98]. On compare les contraintes ge´ne´ralise´es au niveau de l’interface obtenues
par deux me´thodes. En raison de la syme´trie du proble`me, on ne conside`re qu’une moitie´ de poutre
correspondant a` l’ordonne´e x = 0 . . . 0.5. Les re´sultats sont pre´sente´s sur la Fig. 2.5.
Les valeurs de contraintes de cisaillement τx pre´sente´es dans la Fig. 2.5.a et celles de contraintes
normales ν pre´sente´es dans la Fig. 2.5.b se trouvent aux points de Gauss les plus proches de l’axe x.
A ces points, les contraintes de cisaillement τy dues a` l’effet Poisson sont e´gales a` zero. Le proble`me
ici est donc tre`s proche du proble`me de de´formation plane e´tudie´ dans l’approche analytique. La
comparaison des valeurs de contraintes de cisaillement τx et des contraintes normales ν montre un
tre`s bon accord avec les re´sultats de la solution analytique. Ces figures montrent e´galement une
bonne convergence du re´sultat avec le raffinement du maillage.
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Figure 2.5. Les contraintes ge´ne´ralise´es a` l’interface de la poutre mixte conside´re´e, [35]
2.3.2 Mode`le de couche interfaciale e´lastoplastique parfait
Dans la section pre´ce´dente, on a pre´sente´ des mode`les multicouches dont l’interface impar-
faite (glissement) e´tait e´lastique line´aire. Dans cette section, on propose un mode`le nonline´aire
d’interface colle´e.
Pour l’e´tude d’un collage e´lastoplastique, plusieurs approches sont envisageables :
– conside´rer la colle comme une simple interface-frontie`re entre les deux adhe´rents,
– conside´rer la colle comme une couche a` part entie`re,
– conside´rer la colle comme un milieu a` mi-chemin entre ces deux premie`res solutions, a` savoir
une couche ne travaillant qu’hors plan, cisaillements transverses et arrachements.
La premie`re piste a e´te´ suivie par exemple dans Diaz [31]. Une plasticite´ d’interface a ainsi e´te´
introduite dans le mode`le LS1 de´crit pre´ce´demment. Le cas de l’e´tude e´tait plutoˆt que le collage,
le de´laminage des stratifie´s. L’interface e´tait donc conside´re´e come une simple frontie`re entre les 2
couches adjacentes. Seule une composante de glissement ”plastique parfait” est introduite, ce qui
de´finit simplement de fait un e´le´ment d’interface ”patin”.
Pour l’e´tude du collage une telle approche s’est ave´re´e trop grossie`re et peu adapte´e pour des
dimensions classiques d’adhe´rents et d’adhe´sifs. L’adhe´sif est mince mais cependant il est plus
qu’une simple frontie`re et posse`de son propre comportement
Une solution est de remplacer la couche de colle par une couche, milieu 3D, qui impose un
traitement par e´le´ments finis 3D e´lastoplastique qui permet la prise en compte de la plasticite´.
Ceci est peu adapte´ au collage mince d’adhe´rent beaucoup plus e´pais, car il est alors difficile de
respecter un e´lancement correct des e´le´ments dans la colle : ils doivent eˆtre fins mais alors ils sont
aussi petits et impliquent des couˆt de calculs trop importants. C’est pourquoi il est ge´ne´ralement
pre´fe´re´ des me´thodes qui gardent a` la colle un statut particulier d’interface, ce qu’elle est en re´alite´,
et qui conserve aux mode´lisations une vision simplifie´e. C’est la troisie`me voie qui conside`re que
la colle ne travaille qu’en traction hors plan et cisaillements transverses. C’est ce qu’on trouve par
exemple sous la de´nomination d’e´le´ment cohe´sif (Fig. 2.6). Dans ABAQUS par exemple, un e´le´ment
spe´cifique permet, moyennement, l’introduction de comportement en cisaillements et arrachements,
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de simuler un de´placement relatif d’une couche par rapport a` une autre, d’un noeud d’une couche
par rapport au noeud voisin de la couche adjacente. Cela revient a` ajouter des liens qui peuvent eˆtre
e´lastoplastiques entre ces deux couches. La colle ou interface est homoge`ne et isotrope. Son e´paisseur
est petite par rapport a` celle des adhe´rents. Sa pre´sence dans l’e´paisseur totale du multicouche
est donc ne´gligeable. Il n’existe pas de contrainte axiale dans la colle, juste des cisaillements et
arrachements. Les e´nergies lie´es aux composantes membranaires sont ne´glige´es. On trouve aussi des
approches analytiques utilisant des techniques de de´veloppements asymptotiques pour prendre en
compte le fait que l’interface est tre`s mince par rapport aux adhe´rents. Lebon et al. [69, 70] propose
dans ce sens des interfaces viscoe´lastiques (obe´issant a` des loi de type Maxwell, Kelvin-Voight et
Norton), e´lastoplastiques (type Mohr-Coulomb par exemple).
x
y
z
ξ µ
η
Element cohesif
Figure 2.6. E´le´ment cohe´sif
Diaz [116] a introduit une colle e´lastique ou e´lastoplastique dans son mode`le et propose´ un
comportement de cette colle interface qui donne l’expression des δi, de´placements d’interfaces :
δ1 =
2e(1 + ν)
E
σ13 − g1(x, y)− δ
p
1
δ2 =
2e(1 + ν)
E
σ23 − g2(x, y)− δ
p
2
δ3 =
e
E
σ33 − δ
p
3
(2.65)
avec δp1 , δ
p
2 , δ
p
3 les glissements plastiques de la colle. (E,ν) sont les caracte´ristiques de la colle, σ13
contrainte dans la colle, et g1(x, y), g2(x, y) qui seront de´finis en 2.3.2.1 et qui sont induits par des
variations des de´placements U3 dans l’e´paisseur de la colle.
Une loi de Von-Mises est alors adopte´e pour la colle.
f(σ) = σeq − σcr ≤ 0 (2.66)
ou` σeq =
√
σ233 + 3(σ
2
13 + σ
2
23) et σcr est le seuil de plasticite´, constant.
Ainsi qu’une re`gle de normalite´ :
δ˙p1 = 3ep˙
σ13
σcr
δ˙p2 = 3ep˙
σ23
σcr
δ˙p3 = ep˙
σ33
σcr
(2.67)
(ou` p est la de´formation plastique cumule´e) si f(σ) = 0, f˙(σ) = 0 et p˙ > 0
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2.3.2.1 Prise en compte d’interfaces e´lastoplastiques parfaites dans le mode`le LS1
On utilise l’indice j, j + 1 pour indiquer l’interface entre les jeme et j + 1eme couches. La colle
est caracte´rise´e par :
– E´paisseur : ej,j+1
– Module d’Young : Ej,j+1
– Coefficient de Poisson νj,j+1
En se fondant sur l’hypothe`se de petite e´paisseur de la colle, les contraintes de cisaillement σ31, σ32
et la contrainte normale σ33 de la colle qui sont respectivement note´es par τx, τy et ν dans le mode`le
LS1 sont prises en compte comme les contraintes principales de la colle. Les enjeux associe´s aux
contraintes axiales σ11, σ22 et la contrainte de cisaillement σ12 sont ne´glige´s.
La relation entre le glissement de la colle et les contraintes de l’interface ge´ne´ralise´es est formule´e
en faisant l’inte´grale de la de´formation tridimensionnelle. Les glissements Ωj,j+1x (x, y), Ω
j,j+1
y (x, y),
Ωj,j+1x (x, y), Ω
j,j+1
z (x, y) s’e´crivent donc :
Ωj,j+1x (x, y) = Ω
j,j+1e
x (x, y) + Ω
j,j+1p
x (x, y) =
∫
ej,j+1
U1,3(x, y, z)dz
Ωj,j+1y (x, y) = Ω
j,j+1e
y (x, y) + Ω
j,j+1p
y (x, y) =
∫
ej,j+1
U2,3(x, y, z)dz
Ωj,j+1z (x, y) = Ω
j,j+1e
z (x, y) + Ω
j,j+1p
z (x, y) =
∫
ej,j+1
U3,3(x, y, z)dz
(2.68)
En supposant que la de´formation de la colle ne varie pas suivant l’e´paisseur de la colle (ε(x, y, z) =
ε(x, y)), donc, on peut e´crire :
∫
ej,j+1
εj,j+131 (x, y, z)dz = e
j,j+1εj,j+131 (x, y)
∫
ej,j+1
εj,j+132 (x, y, z)dz = e
j,j+1εj,j+132 (x, y)
∫
ej,j+1
εj,j+133 (x, y, z)dz = e
j,j+1εj,j+133 (x, y)
(2.69)
Ainsi :∫
ej,j+1
εj,j+131 (x, y, z)dz =
1
2
∫
ej,j+1
(U1,3 + U3,1)(x, y, z)dz =
1
2
(Ωj,j+1x (x, y) + g
j,j+1
x (x, y))
∫
ej,j+1
εj,j+132 (x, y, z)dz =
1
2
∫
ej,j+1
(U2,3 + U3,2)(x, y, z)dz =
1
2
(Ωj,j+1y (x, y) + g
j,j+1
y (x, y))
∫
ej,j+1
εj,j+133 (x, y, z)dz =
∫
ej,j+1
U3,3(x, y, z)dz = Ω
j,j+1
z (x, y)
(2.70)
ou` gj,j+1x (x, y) =
∫
ej,j+1
U3,1(x, y, z)dz et g
j,j+1
y (x, y) =
∫
ej,j+1
U3,2(x, y, z)dz.
2.3 Mode´lisation des interfaces imparfaites 71
Les glissements de l’interface peuvent eˆtre interpole´s a` travers les de´placements des deux couches
adjacentes. On en de´duit les e´quations suivantes :
gj,j+1x (x, y) = ej,j+1
(
U j3,1(x, y)e
j+1 + U j+13,1 (x, y)e
j
ej + ej+1
)
gj,j+1y (x, y) = ej,j+1
(
U j3,2(x, y)e
j+1 + U j+13,2 (x, y)e
j
ej + ej+1
) (2.71)
La colle est isotrope, donc, les e´quations constitutives du mate´riau de la colle en 3D s’e´crivent :
εj,j+1
e
31 (x, y, z) =
(1 + νj,j+1)
Ej,j+1
σj,j+131 (x, y, z)
εj,j+1
e
32 (x, y, z) =
(1 + νj,j+1)
Ej,j+1
σj,j+132 (x, y, z)
εj,j+1
e
33 (x, y, z) =
1
Ej,j+1
σj,j+133 (x, y, z)
(2.72)
En se basant sur les e´quations 2.68-2.72, on peut trouver la relation suivante :
Ωj,j+1x (x, y) = 2
∫
ej,j+1
εj,j+131 (x, y, z)dz − g
j,j+1
x (x, y)
= 2
∫
ej,j+1
εj,j+1
e
31 (x, y, z)dz + 2
∫
ej,j+1
εj,j+1
p
31 (x, y, z)dz − g
j,j+1
x (x, y)
=
2ej,j+1(1 + νj,j+1)
Ej,j+1
τ j,j+1x (x, y) + Ω
j,j+1p
x (x, y)− g
j,j+1
x (x, y)
(2.73)
On a donc les e´quations constitutives qui s’e´crivent :
Ωj,j+1x (x, y) =
2ej,j+1(1 + νj,j+1)
Ej,j+1
τ j,j+1x (x, y)− g
j,j+1
x (x, y) + Ω
j,j+1p
x (x, y)
Ωj,j+1y (x, y) =
2ej,j+1(1 + νj,j+1)
Ej,j+1
τ j,j+1y (x, y)− g
j,j+1
y (x, y) + Ω
j,j+1p
y (x, y)
Ωj,j+1z (x, y) =
ej,j+1
Ej,j+1
νj,j+1(x, y) + Ωj,j+1
p
z (x, y)
(2.74)
ou` Ωj,j+1
p
x (x, y), Ω
j,j+1p
y (x, y), Ω
j,j+1p
z (x, y) sont les glissements dus aux de´placements plastiques
de la colle en mate´riau plastique parfait incompressible obe´issant au crite`re de Von-Mises.
Le mate´riau e´lastoplastique parfait en 3D et son adaptation pour l’interface-colle e´lastoplastique
parfaite sont pre´sente´s dans le tableau 2.3. Pour le mate´riau en 3D, l’exposant ”3D” est utilise´.
Pour l’interface-colle, on prend ”IC” comme l’exposant. L’exposant IC3D est la pre´sentation de
l’interface-colle sous forme du mate´riau en 3D.
La description est faite pour le cas d’une seule interface (film de colle). C’est la raison de
la disposition des exposants i, i + 1 sur τx, τy, ν, contraintes de cisaillement et d’arrachement a`
l’interface i, i+1. Cette pre´sentation est choisie pour des raisons de simplicite´ mais avec MPFEAP,
on peut bien entendu traiter le cas de multicouches avec plus de 2 couches et donc plus d’une
interface e´lastoplastique, et donc des τ i,i+1x , τ
i,i+1
y , νi,i+1 pour chaque interface.
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2.3.2.2 Re´sultats : Joint a` double recouvrement
On s’inte´ressera ici tout particulie`rement a` la plastification de la colle dans un joint a` double
recouvrement (de´taille´ dans [36] ).
Pour examiner des re´sultats nume´riques obtenus avec MPFEAP, on conside`re la contrainte
e´quivalente, les contraintes ge´ne´ralise´es et les glissements ge´ne´ralise´s de l’interface. La contrainte
e´quivalente σeq =
√
ν2 + 3τ2x + 3τ
2
y est examine´e sur les points de re´fe´rences A, A1, A2, A3, A4 au
cours de l’augmentation du chargement du point A au point A’ (Fig. 2.8). Ces points correspondent
respectivement aux charges de 265 MPa, 530 MPa, 795 MPa, 1060 MPa et 1325 MPa. Aux points
de chargement principaux marque´s sur la figure 2.7, les contraintes et les glissements ge´ne´ralise´s
de l’interface sont examine´s en les comparant aux re´sultats obtenus par le mode`le 3D Abaqus.
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Figure 2.7. Sche´ma de chargement, [36]
Le sche´ma du de´veloppement de la contrainte e´quivalente est e´tudie´. La contrainte e´quivalente
atteint la valeur critique dans la zone plastifie´e. La figure 2.8 montre que la zone de plastification
qui est repre´sente´e par le palier de la contrainte critique s’e´tend des deux extre´mite´s vers le milieu
de la colle en phase de chargement.
L’histoire de la contrainte τx de l’interface aux points de charge A a` F est repre´sente´e sur la
figure 2.8. On constate des changements de signes, e´galement pre´vus par Abaqus 3D. Les maillages
de 8 × 20 et 10 × 40 donnent des re´sultats tre`s proches de ceux obtenus par ABAQUS. Le temps
de calcul de MPFEAP (2D) est donc beaucoup plus faible que celui d’ABAQUS (25 minutes par
rapport a` 7 heures ).
2.4 Conclusion
En exprimant la stationnarite´ de la fonctionelle d’Hellinger Reissner on trouve par dualite´
les de´placements et de´formations ge´ne´ralise´s associe´s a` ces efforts de plaque, ainsi qu’e´quilibre et
comportement ge´ne´ralise´ de plaque (voir par exemple [86]). Il est a` souligner qu’a` aucun moment il
n’a e´te´ besoin de proposer une approximation des champs de de´placements 3D, en comple´ment de
l’approximation en contrainte. Ce serait la` la de´marche mixte classique, qui peut tendre a` rigidifier
le syste`me. On cite ainsi Pagano ([96] p.389)” Note that we refrain from assuming the form of the
displacement field in accordance with the objectionable features of that approach”. Cette approche
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Figure 2.8. Contrainte e´quivalente de MPFEAP au cours du chargement et contrainte de cisaille-
ment durant le cycle charge-de´charge-charge, [36]
utilise donc une formulation mixte pour la me´thode de construction mais reste une approche
exclusivement en contrainte. C’est pourquoi il a e´te´ choisi de rajouter un S a` la nomenclature de
Carrera.
Le code MPFEAP permet e´galement de calculer des valeur propres. En conside´rant l’influence
du degre´ d’orthotropie Ei/Ei+1 dans les plaques(0/90)n, MPFEAP est plus efficace et stable que
les HOSTs (The higher-order shear deformation theories). Les lois de Hertz et de Yang et Sun sont
aussi imple´mente´es dans le de´veloppement de l’e´le´ment fini pour l’impact [35].
Concernant les interfaces imparfaites : Une discontinuite´ a e´te´ introduite dans la formulation
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Mode`le EDN LDN EMN EMZN LS1 LMN
zig-zag non non non oui non oui
CI non non oui oui oui oui
Degre´s de liberte´ 3(1+N) 3(1+NlN) 3(2+N+NlN) 3(2+N+NlN) 5Nl 6(1+NlN)
Tableau 2.1. Comparaison du mode`le LS1 et des diffe´rents mode`les de´veloppe´ par Carrera
(CUF) : la continuite´ interlaminaire des contraintes transverses (CI) et le nombre
de degre´s de liberte´ par noeud (d’apre`s [34]).
Mode`le ED3 LD2 EM2 LS1 LM2
Degre´s de liberte´ 9 21 30 15 42
Tableau 2.2. Comparaison des nombres de degre´s de liberte´ par noeud (d’apre`s [34]) entre mode`le
LS1 et des diffe´rents mode`les de´veloppe´ par Carrera (CUF).
Figure 2.9. L’e´volution des nombres de degre´s de liberte´ en fonction de nombres de couches.
que permet une non line´arite´ au niveau de l’interface, jeu, glissement e´lastique, plastique parfait
ou autre. L’interface est une singularite´ sans e´paisseur frontie`re entre 2 couches voisines. Ici, on a
de´taille´ l’introduction de ces aspects dans MPFEAP en se rappelant deux proble´matiques parti-
culie`res, celle des jeux e´lastiques introduits par des connecteurs dans une poutre mixte par exemple
et celle du collage avec une interface particulie`re e´lastoplastique.
Pour conclure, nous pre´sentons un re´capitulatif des comparaisons dans le tableau tab.2.1 entre
les diffe´rents mode`les de´veloppe´s par Carrera [13, 14, 17, 20, 12, 34] et notre mode`le (LS1) [35,
36, 87, 88] en les caracte´risant par leur appartenance ou non a` la classe des mode`les zig-zag, par
le fait qu’il ve´rifient ou non la continuite´ interlaminaire des contraintes transverses (CI) et par le
nombre de degre´s de liberte´ (ddl) par noeud (pour une plaque Nl couches, l’ordre de l’expansion
polynoˆmiale N).
Les nomenclatures des mode`les pre´sente´s dans le tableau 2.1 : E : Equivalent, D : De´placement
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(approche en de´placement), Z : effet de zigzag, L : Layer wise, M : Mixte (approche en contrainte
et en de´placement), N : d’ordre de l’expansion. Par exemple LM2 : Le mode`le Layer wise, Mixte,
d’ordre de l’expansion 2.
Par exemple : plaque 3 couches Nl= 3, ordre d’expansion N = 2, alors les Dofs de chaque
mode`les sont pre´sente´s dans le tableau tab.2.2. Ces deux tableaux montre l’efficacite´ du mode`le
LS1, qui propose seulement 5Nl ddl par rapport par exemple a` 6(1+NlN)ddl pour les mode`les de
layer wise LMN. On voit l’importance de N (ordre d’expansion) dans les familes qui n’apparait pas
dans le LS1 comme une variable, mais est fixe´ a` N=1.
La figure fig.2.9 montre l’e´volution des nombres de degre´s de liberte´ en fonction du nombre de
couches. Le nombre de degre´s de liberte´ des mode`les layer wise LM4, LM2.. augmentent tre`s vite
quand le nombre de couches augmente, alors que la pente du mode`le LS1 est beaucoup plus petite
que tous les autres mode`les layer wise.
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Tableau 2.3. Le mate´riau e´lastoplastique parfait obe´issant au crite`re de Von-Mises en 3D et
adaptation pour l’interface-colle e´lastoplastique parfaite.
Grandeur Mate´riau en 3D Interface-colle
Contrainte σ3D =
 σ11 σ12 σ13σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33

σIC3D =
 0 0 τx0 0 τy
τx τy ν
 ou
σIC =
 τxτy
ν

Contrainte
e´quivalente
σ3Deq =
√
3
2 ||dev(σ
3D)||
ou` dev(.) est le de´viateur du fac-
teur.
σICeq = σ
IC3D
eq =
√
3
2 ||dev(σ
IC3D)||
=
√
ν2 + 3(τ2x + τ
2
y )
De´formation
plastique
ǫ3Dp ΩICp =
 Ω
p
x
Ωpy
Ωpz

Vitesse de
de´formation
plastique
cumule´e
p˙3D =
2
3
||ǫ˙3Dp|| p˙IC
Crite`re de
Von-Mises
f(σ3D) = σ3Deq − σcr ≤ 0 f(σ
IC) = σICeq − σcr ≤ 0
Loi
d’e´coulement
et re`gle de
normalite´
ǫ˙3Dp = γ˙3D
∂f
∂σ3D
γ˙3D ≥ 0
f(σ3D) ≤ 0
γ˙3Df(σ3D) = 0
ou` γ3D est le multiplicateur
plastique. Il constitue une des in-
connues introduites par le mode`le
de comportement. On a montre´
que γ˙3D = p˙3D
Ω˙
ICp
= p˙IC
∂f
∂σIC
ou

Ω˙px = 3eIC p˙IC
τx
σcr
Ω˙py = 3eIC p˙IC
τy
σcr
Ω˙pz = eIC p˙IC
ν
σcr
γ˙3D ≥ 0
f(σ3D) ≤ 0
γ˙3Df(σ3D) = 0
Chapitre 3
Validation de l’outil de simulation et
benchmarks
D
ans ce chapitre, la pre´cision et la validite´ du calcul des de´placements et des contraintes ont e´te´
e´prouve´es a` partir de tests classiques de benchmark en flexion de composites et des plaques
sandwichs, et en comparant a` d’autres mode`les re´fe´rents de la lite´rature.
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3.1 Introduction
L’un des point cle´ a` maˆıtriser pour dimensionner ces mate´riaux-structures que sont les mul-
ticouches est essentiellement l’intensite´ des phe´nome`nes d’interface, les gradients de contraintes
dans l’e´paisseur, de´laminages, glissements ou autres endommagements. De nombreux travaux
s’inte´ressent a` ces aspects singuliers, introduction de la me´canique de l’endommagement dans les
interfaces (ou dans les couches) [64], calculs des champs de contraintes singuliers, des comporte-
ments non line´aires des interfaces [70]. Le mode`le LS1 a permis d’approcher e´galement des re´ponses
sur ces aspects ([79], [112], [68]...) et c’e´tait la` la motivation premie`re de ces travaux. Mais ici on va
plutoˆt s’inte´resser aux seules distributions suivant l’e´paisseur, ce que les nombreux mode`les de´crits
dans le chapitre 1 proposent en raffinant plus ou moins les champs approxime´s, pour juger de son
inte´reˆt pour le calcul de structure.
3.2 Re´sultats nume´riques et discussions
La performance de la formulation et de l’e´le´ment fini associe´ de´crits dans le chapitre 2 est
de´montre´e dans cette section. Le calcul a e´te´ effectue´ pour une varie´te´ de stratifie´s e´pais ou minces.
Les re´sultats sont compare´s avec la solution exacte de Pagano (proble`me 1, [95]) et diverses the´ories
re´fe´rences (LM4, LM2, EMZC3, ED4...) pre´sente´es dans le papier de Carrera [20] et re´implante´es ici
dans un outil de calcul d’e´le´ments finis UEL de´veloppe´ au laboratoire LEME (LEME : Laboratoire
Energe´tique Me´canique Electromagne´tisme), Paris 10 par Michele D’Ottavio . Dans ce chapitre,
deux proble`mes de plaques sont conside´re´s :
- Tests nume´riques : Convergence, verrouillage.
- Proble`me 1 : Plaque carre´e soumise a` une charge bi-sinusoidale.
- Proble`me 2 : Sandwich soumis a` une pression uniforme localise´e.
3.2.1 Tests nume´riques
3.2.1.1 Etude de verrouillage
Le verrouillage est un phe´nome`ne selon lequel le mode`le e´le´ment fini devient sur-rigide (overs-
tiff), quand un parame`tre, par exemple l’e´lancement approche une valeur limite. Il est donc aise´
de ve´rifier le comportement d’un e´le´ment fini en faisant varier l’e´lancement, a` maillage constant
[7], [91]. Il y a deux proble`mes de verrouillage : En cisaillement transverse et en membrane. Le
verrouillage en membrane est fonction des condition aux limites (Les proble`mes de type : flexion
inextensionnel, flexion pur ou flexion non inhibe´e). Le verrouillage en cisaillement transverse est
inde´pendant des conditions aux limites.
Dans le cadre de cette the`se, on s’inte´resse a` e´tudier le cas le plus violent : verrouillage en
cisaillement transverse. Pour ce test, la plaque isotrope en flexion cylindrique est encastre´e a` une
extre´mite´ et est soumise a` l’autre exte´mite´ a` une charge ponctuelle P, voir la figure 3.1. Le maillage
8x1 est utilise´ dans ce cas. La meˆme orientation de la fibre suivant l’axe x est utilise´e pour les peaux.
Les caracte´ristiques des mate´riaux sont pre´sente´es dans Fig.3.2
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Figure 3.1. Test de verrouillage, plaque sandwich sous une charge ponctuelle.
Figure 3.2. Les caracte´ristiques des mate´riaux.
La valeur de re´fe´rence est fournie par la solution de Love-Kirchhoff.
Wref = −
Pa3
3D
D =
E(2h)3
12(1− ν2)
(3.1)
La figure Fig.3.3 montre que la de´flection maximale de mode`le LS1 devient assymptotique a` la
solution de Love-Kirchhoff dans le domaine des plaques minces. Le phe´nome`ne de verrouillage est
donc inexistant. Un tre`s bon comportement de l’e´le´ment jusqu’a` de tre`s grands e´lancements est
constate´. Ceci est duˆ au sche´ma d’inte´gration re´duit utilise´ par MPFEAP et le mode`le est base´ sur
la formulation mixte HR.
3.2.1.2 Etude de convergence
Pour e´tudier la convergence de l’e´le´ment fini propose´, diffe´rents maillages ont e´te´ utilise´s pour
la mode´lisation d’une plaque avec a/h = 10, chaque maillage contenant le meˆme nombre d’e´le´ments
suivant la direction x et y. Les caracte´ristiques des mate´riaux sont celles du proble`me bisinusoidal :
voir la section 3.2.2. Le tableau tab. 3.1 donne des re´sultats pour l’e´le´ment pre´sente´ et est compare´
avec la solution analytique 3D de Pagano [95] ( Nl = 3 (0
◦/90◦/0◦) sous la charge bisinus, a/h =
10). Ce tableau montre une convergence rapide meˆme avec un maillage grossier.
Ces deux premiers tests montre avec certitude que cet e´le´ment fini ne verrouille pas en cisaille-
ment transverse et pre´sente d’excellentes proprie´te´s de convergence.
3.2.2 Proble`me 1 : Plaque carre´e sous charge bi-sinusoidale
Position du proble`me
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Figure 3.3. Ecart de la de´flection maximale par rapport a` la solution Love-Kirchhoff
Mesh dof W (%)
(a
2
,
a
2
, 0
)
σ13(%)
(
0,
a
2
,±
h
6
)
σ33(%)
(
a
2
,
a
2
,±
h
6
)
1× 1 120 -2,29 -13,13 -10,71
-13,40 -10,30
2× 2 315 0,21 -2,57 -2,84
-2,87 -2,67
3× 3 600 0,33 -0,93 -1,22
-1,24 -1,14
4× 4 975 0,35 -0,31 -0,67
-0,62 -0,38
5× 5 1440 0,37 0 -0,40
0 -0,38
6× 6 1995 0,37 0,19 -0,27
-0,14 0
Tableau 3.1. Test de convergence : Erreur (%) entre LS1 et la solution analytique de Pagano
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Ce benchmark analyse une plaque carre´e simplement appuye´e dont les dimensions sont a =
b, h l’e´paisseur, (S = a/h est la ratio). La plaque est soumise a` une pression bisinus sur la face
supe´rieure. L’amplitude de la pression est q0. La plaque se compose de Nl couches, l’e´paisseur de
chaque couche est hc = h/Nl. Le maillage 4x4 est utilise´ pour ce test. Les mate´riaux sont de´finis
par :
ET = 1, EL = 25ET , GLT = GLN = 0.5ET , GTN = 0.2E2, νLT = νTN = νLN = 0.25
Les deux cas conside´re´s sont :
Nl = 3 : [0/90/0]; Nl = 4 : [0/90]s
Et sous la charge bisinusoidale q = qosin(
πx
a
)sin(
πy
b
).


Figure 3.4. Exemple 1 : Plaque carre´e sous charge bi-sinus
Les valeurs compare´es de de´flexion et de contraintes sont calcule´es selon les formules suivantes :
W =W
(
100E2h
3
qoa4
)
, σ13 =
σ13h
qoa
σ23 =
σ23h
qoa
, σ33 =
σ33h
qoa
L’ensemble des re´sultats pre´sente´s dans ce benchmark est souvant accompagne´ du calcul de
l’erreur par rapport a` la solution 3D de Pagano Q3D :
∆Q =
Q−Q3D
Q3D
[%]
Ou` Q est la valeur de magnitude calcule´e et Q3D est la valeur de magnitude obtenue par solution
3D de Pagano.
Comparaison avec d’autres approches de re´fe´rence
Le tableau tab. 3.2 donne les erreurs (%) pour une plaque avec diffe´rents rapports (S = a/h)
entre de´placements et contraintes calcule´s par diffe´rents mode`les plus ou moins sophistique´s, ap-
proches simples ou mixtes (Cf Fig.1.12) LM4, LM2, LD4, Zig-Zag ..., le LS1 propose´ et la solution
analytique [95] qui constitue notre re´fe´rence (Nl = 4 (0
◦/90◦/90◦/0◦). LM4 (Layer wise, Mixte
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d’ordre 4 en contrainte et de´placement) est donc une solution mixte contrainte de´placement, par
couche et avec des approximations du 4e`me ordre. C’est donc un outil tre`s raffine´ et qui est tre`s
proche de la solution analytique comme on le voit sur le tableau 3.2. Sur ce tableau on a mis en gras
les mode`les qui ont des erreurs infe´rieures a` 5% sur l’ensemble des grandeurs conside´re´es. Ainsi en
plus de LM4, seuls LS1 et LD3 (Layer wise en de´placement d’ordre 3) peuvent revendiquer cette
pre´cision. On note que LS1 est moins raffine´ que LD3, mais approchant directement les contraintes
et non les de´placements, il est, a` raffinement donne´, plus efficace. LM2 plus proche en raffinement
de LS1 ”de´croche” pour le calcul de σ23, avec une erreur de 16.46%. Les autres mode`les LD1, EDZ4
(e´quivalents en de´placement avec effet de zigzag, d’ordre 4), ED4, ED2 sont bien moins pre´cis. Les
S Source W (%)
(a
2
,
a
2
, 0
)
σ13(%)
(
0,
a
2
, 0
)
σ23(%)
(a
2
, 0, 0
)
σ33(%)
(a
2
,
a
2
, 0
)
4 LM4 0 0.09 0.03 0
LS1 1.42 0 -0.44 -0.40
LM2 -0.82 6.79 16.46 0.48
LD3 0 -0.04 -1.06 -1.17
LD1 -3.24 -3.78 -24.28 23.8
EDZ4 -3.36 -3.87 -15.43 5.71
ED4 -3.40 -3.23 -15.54 0.060
ED2 -23.07 -46.3 -46.00 -0.70
10 LM4 0 0 0.05 -0.02
LS1 0.32 -0.29 -0.61 -0.4
LM2 -0.36 10.8 16.59 0.08
LD3 0 0 -0.15 -0.78
LD1 -1.34 -1.45 -26.59 -34.84
EDZ4 -2.59 -5.93 -18.42 3.6
ED4 -2.59 -5.83 -18.42 -0.02
ED2 -15.27 -53.35 -46.14 -0.2
100 LM4 0 0 0 0
LS1 0 -0.56 -0.71 0
LM2 0 11.80 17.56 0
LD3 0 0 0 -0.54
LD1 -0.09 -0.88 -26.06 –
EDZ4 -0.046 -6.90 -16.99 2.42
ED4 -0.046 -6.90 -16.99 0
ED2 -0.299 -55.99 -38.73 0
Tableau 3.2. Proble`me de Pagano : Erreur (%) entre la solution analytique de Pagano et LS1 et
les autres mode`les, Nl = 4, (0
◦/90◦/90◦/0◦). En gras, les mode`les qui pre´sentent
des erreurs infe´rieures a` 5% sur toutes les grandeurs calcule´es.
re´sultats dans le cas Nl = 3 sont pre´sente´s dans le tableau tab. 3.3 avec des conclusions identiques
(pour Nl = 3 (0
◦/90◦/0◦) ).
Sur la figure suivante il a e´te´ teste´ l’ide´e e´mise plus haut §2, a` savoir pre´voir l’e´tat de contrainte
hors plan ponctuellement dans une couche (et non a` l’interface) sans pour autant utiliser de post-
processing et donc les e´quations 2.10 et 2.11. Pour cela l’empilement a e´te´ artificiellement raffine´, le
nombre de couches virtuellement augmente´ par segmentation de celles existantes afin qu’une inter-
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S Model w¯(%)(z = 0) σ13(%)(z =
h
6
+
) σ23(%)(z =
h
6
+
) σ33(%)(z =
h
6
+
)
4 LM4 0 0,35 0,44 0,013
LS1 1,54 2,10 -3,52 -0,16
LM2 -0,40 13,42 25 0,68
EDZ4 -0,45 26,44 -0,78 -14,64
10 LM4 – 0 0 0,094
LS1 – -0,53 2,38 0
LM2 – 4,07 22,91 15,18
EDZ4 – -0,051 3,27 -22,93
Tableau 3.3. Proble`me de Pagano : Erreur (%) entre la solution analytique de Pagano et LS1
et les autres mode`les, Nl = 3, (0
◦/90◦/0◦). En gras, les mode`les qui pre´sentent des
erreurs infe´rieures a` 5% sur toutes les grandeurs calcule´es.
face artificielle existe a` l’endroit ou` l’on veut mesurer la contrainte. Deux points sont inte´ressants
a` regarder :
– la correspondance entre les valeurs ainsi trouve´es et celles calcule´es par les e´quations 2.10 et
2.11.
– la de´pendance vis a` vis du raffinement, qui serait proble´matique et remettrait en cause la
me´thode.
La courbe suivante Fig. 3.5, Fig. 3.6 montre les distributions dans l’e´paisseur pour les contraintes
transverses et normales dans le cas N=4. On y voit que le degre´ de raffinement ne change pas les
points obtenus qui se superposent tous sur les courbes repre´sentant les e´quations 2.10 et 2.11.
Ainsi l’outil propose´ permet bien sans post processing de capter les valeurs internes aux couches,
ce qui peut permettre des ite´rations lors d’un calcul de structure ou d’optimisation.
3.2.3 Proble`me 2 : Sandwich soumis a` une pression uniforme localise´e
Position du proble`me
Le proble`me conside´re´ ici a e´te´ propose´ pre´ce´demment par Meyer-Piening [78]. Les dimensions
de cette plaque sont a = 100mm suivant x, b = 200mm suivant y et l’e´paisseur est e´gale h = 12mm.
Les caracte´ristiques des mate´riaux dans les couches sont pre´sente´es dans le tableau tab. 3.4. L’aˆme
est particulie`rement souple en cisaillement. L’e´paisseur de la couche supe´rieure est h3 = 0.1mm, et
celle de la couche infe´rieure est h1 = 0.5mm.
Par ailleurs, les positions des surfaces sont identifie´es le long de la coordonne´e z ∈ [−h/2, h/2] :
zb = −6mm, z1 = −5.5mm, z0 = 0mm, z2 = 5.9mm, zt = 6mm. La plaque simplement appuye´e
est soumise a` une pression uniforme P = 1MPa sur la face supe´rieure sur une re´gion de 5 × 20
mm localise´e au centre de la plaque x = a/2, y = b/2. Un maillage 12x24 (288 e´le´ments) ( un
maillage 3x10 est utilise´ pour le raffinement de la re´gion de la charge) est utilise´ pour le mode`le
LS1. Les re´sultats CUF et Meyer-Piening 3D sont obtenus avec un de´veloppement de se´rie de
Fourier utilisant 101x101 termes pour l’expansion en se´rie.
Comparaison avec d’autre approches de re´fe´rences
Les de´placements W , les contraintes planes σxx, σyy sur la face supe´rieure sont pre´sente´s dans
le tableau tab.3.5. On constate que notre mode`le (LS1) est le seul en excellent accord avec la
3.2 Re´sultats nume´riques et discussions 85
     
	
	

	
	
A
B
CD
E
F
C

DB


Figure 3.5. plaque carre´e :Nl = 4, la distribution des contraintes de cisaillement σ13/q0
(0◦/90◦/90◦/0◦) avec S=a/h = 4 pour diffe´rents raffinements dans l’e´paisseur
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Figure 3.6. plaque carre´e :Nl = 4, la distribution des contraintes normales σ33/q0 (0
◦/90◦/90◦/0◦)
avec S=a/h = 4 pour diffe´rents raffinements dans l’e´paisseur
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Face sheet material E1 = 70× 10
3 MPa E2 = 71× 10
3 MPa
E3 = 69× 10
3 MPa G = 26× 103 MPa ν = 0.3
Core material E1 = E2 = 3 MPa E3 = 2.8 MPa G = 1 MPa ν = 0.25
Tableau 3.4. Exemple 2 : plaque charge´e localement
Figure 3.7. Exemple 2 :Description ge´ome´trique cas 2
solution analytique 3D, et avec celles obtenues par e´le´ments finis 3D Nastran et LM4. Le calcul des
contraintes avec notre mode`le s’ave`re plus pre´cis qu’avec un mode`le pourtant relativement riche
comme le LM2. Les deux mode`les EMZC3 et EDZ4 sont en revanche inefficaces pour re´soudre ce
proble`me. Ainsi, l’erreur de σxx par rapport la solution analytique 3D sur la face supe´rieure est de
1.66% pour le calcul par e´le´ments finis 3D (Nastran), 0, 83% avec notre mode`le LS1, −7, 08% et
−49, 13% pour le LM2 [20] et EMZC3. Les erreurs sur la face infe´rieure sont respectivement : 0.0%
obtenue par e´le´ments finis 3D de Nastran, 0.8% pour le mode`le LS1, les mode`les LM2, EMZC3
pre´sentent des erreurs de 1.6% et 57.6%.
On peut aussi regarder l’e´volution des contraintes planes σxx suivant la direction x sur les faces
supe´rieure et infe´rieure. Ceci est repre´sente´ en figures Fig.3.8, Fig.3.9. On constate que par rapport
au LM4, qui constitue notre re´fe´rence, le mode`le LS1 se comporte bien. Les resultats de σyy sont
similaires a` ceux de σxx.
La pre´cision et la stabilite´ de l’approche sont bien mieux mises en e´vidence par l’e´tude de
l’e´volution de la contrainte de cisaillement σ13 suivant la direction x sur l’interface entre les couches
(position z1 = −5.5mm, z2 = 5.9mm) Fig.3.10 et Fig.3.11 et sur la distribution de contraintes
normales σ33 suivant l’e´paisseur Fig.3.12. On trouve une tre`s bonne concordance avec le LM4
re´fe´rent, la` ou` les autres mode`les proposent des solutions tre`s disperse´es et tre`s diffe´rentes.
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Figure 3.8. proble`me de Meyer-Piening : L’e´volution de contraintes planes σxx suivant la direction
x, Z=Zt
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Figure 3.9. proble`me de Meyer-Piening : L’e´volution de contraintes planes σxx suivant la direction
x, Z=Zb
3.2 Re´sultats nume´riques et discussions 89
-60
-40
-20
0
10
20
30
0 10 20 30 40 50

x
z
(M
P
a
)
x (mm)
LS1
LM4
LD2
ED4
ED3
EMZ4
EDZ4
Figure 3.10. proble`me de Meyer-Piening : L’e´volution de contraintes de cisaillement σxz suivant
la direction x, Z=Z1
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Figure 3.11. proble`me de Meyer-Piening : L’e´volution de contraintes de cisaillement σxz suivant
la direction x, Z=Z2
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Analysis z Uz(%) σyy(%) σxx(%) σxy(%)
NASTRAN5 (3D) [78] Top 1,59 -1,66 0,64 0
Bottom (-51,66) ? 0,34 0
LM4 Top -0,05 -0,08 -0,24 0
Bottom -0,14 -0,24 0
LS1 Top -0,26 -0,83 0,16 0
Bottom -1,84 -1,38 0
LM2 Top -0,63 -2,37 -3,61 0
Bottom -2,42 -3,50 0
LM2 [20] Top -0,46 -7,08 -4,56 0
Bottom -6,93 -4,14 0
EDZ4 Top -17,09 62,28 10,58 0
Bottom 73,13 11,98 0
EMZC3 [20] Top -45,81 -49,13 -65,66 0
Bottom -43,89 -82,82 0
Tableau 3.5. Proble`me de Meyer-Piening : Erreur (%) entre LS1 et les autres mode`les par rapport
a` la solution analytique de Meyer-Piening ( x = a/2, y = b/2) (sur la face supe´rieure)
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Figure 3.12. proble`me de Meyer-Piening : L’e´volution de contraintes normales σzz suivant
l’e´paisseur
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3.3 Conclusions
L’objectif de ce chapitre e´tait d’e´prouver sur des exemples de benchmarks reconnus la pertinence
et la pre´cision du mode`le LS1. Ce mode`le avait auparavant fait ses preuves sur le traitement de
singularite´s et d’effets de bords.
L’e´valuation a e´te´ faite par l’e´tude approfondie de la re´ponse de deux proble`mes classiques
de la flexion de structures composites, a` savoir le proble`me Pagano pour stratifie´s soumis a` une
pression bi-sinusoidale et le proble`me Meyer-Piening d’une plaque sandwich sous charge localise´e.
Plusieurs mode`les ainsi que des solutions 3D e´lasticite´ ont e´te´ employe´s pour e´tablir l’exactitude du
pre´sent mode`le LS1. La qualite´ du calcul des contraintes transverses a e´te´ montre´e sur 2 exemples
classiques, et compare´e a` plusieurs autres approches re´fe´rences. Malgre´ des approximations assez
simples (polynomes de degre´ 1 pour les contraintes membranaires, de degre´ 2 et 3 pour respective-
ment, cisaillements transverses et contrainte normale), les re´sultats sont proches des mode´lisations
mixtes sophistique´es, qui utilisent par exemple (LM4) des de´placements (et donc implicitement
des contraintes membranaires) d’ordre 4 plus des approximations sur les contraintes. Les simula-
tions sont meilleures qu’avec les autres mode`les teste´s moins raffine´s que le LM4. Il s’ave`re que la
pre´cision mode`le LS1 est comparable a` celle des mode`les de LW avec des de´veloppements du 4e`me
ordre. Avec moins de degre´s de liberte´, voir le tableau tab.2.1. Par conse´quent, l’approche propose´e
semble eˆtre efficace pour capter les effets de flexion des composites. Le calcul de la re´partition des
contraintes transversales ne ne´cessite pas une e´tape de post-traitement car il a e´te´ montre´ qu’il
peut eˆtre directement e´value´ par les e´quations du mode`le.
L’e´valuation propose´e dans les proble`mes de flexion est comple´te par les re´sultats qui ont
de´montre´ l’efficacite´ du mode`le LS1 pour calculer les effets de bord [36]. Par conse´quent, on peut
affirmer que l’approche base´e sur les contraintes de Pagano est vraiment attractive pour l’analyse
globale et locale de structures composites. Cette approche semble bien adapte´e pour des proble`mes
d’optimisation, inte´grant des crite`res de rupture puisque toutes les composantes des contraintes
sont directement e´value´es. Le seul inconve´nient de la proposition du mode`le LS1 est un nombre
de de degre´s de liberte´ qui de´pend du nombre de couches, mais cela semble ine´vitable lorsqu’une
re´ponse de´taille´e locale doit eˆtre atteinte. Une limitation de l’utilisation de cette description LW
a` une re´gion locale de la structure, peut eˆtre mise en oeuvre en connexion avec une approche plus
globale ce qui peut re´duire le couˆt de calcul de l’analyse.
Une imple´mentation Abaqus du mode`le LS1 sera pre´sente´e dans le chapitre suivant.
Chapitre 4
Imple´mentation du mode`le LS1 dans
Abaqus
D
ans cette partie, nous pre´sentons une me´thode d’imple´mentation des formulations du mode`le
LS1 dans le code de calcul commercial Abaqus a` travers l’utilisation d’e´le´ments cre´e´s par
l’utilisateur : User Element. L’e´le´ment fini MPFEAP on l’a vu montre un bon comportement
mais toutefois, ce programme se heurte a` quelques limites. Nous proposons alors ces travaux pour
e´largir le champ de calcul de l’e´le´ment fini pre´ce´dent. Dans cette imple´mentation, on va calculer
les matrices de rigidite´ e´le´mentaires , les forces internes et externes ; assembler les matrices de
rigidite´, calculer les de´formations et les contraintes, enfin, de´velopper la visualisation.
⋆ Imple´mentation du mode`le LS1 dans Abaqus (UEL-LS1)
⋆ Validation d’e´le´ment fini UEL-LS1 dans Abaqus
94 4. Imple´mentation du mode`le LS1 dans Abaqus
Plan du Chapitre 4
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
3.2 Re´sultats nume´riques et discussions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
3.2.1 Tests nume´riques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
3.2.2 Proble`me 1 : Plaque carre´e sous charge bi-sinusoidale . . . . . . . . . . . 80
3.2.3 Proble`me 2 : Sandwich soumis a` une pression uniforme localise´e . . . . . 84
3.3 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
4.1 Aperc¸u des User subroutines dans abaqus 95
4.1 Aperc¸u des User subroutines dans abaqus
4.1.1 Pre´sentation ge´ne´rale d’Abaqus
Il y a 30 ans, le logiciel Abaqus a e´te´ de´veloppe´ par Hibbit, Karlsson et Sorensen (HKS). Il a
e´te´ ame´liore´ au fur et a` mesure pour inte´grer tous les de´veloppements de la the´orie des e´le´ments
finis et des besoins des inge´nieurs, jusqu’a` ce que l’entreprise soit rachete´e par Dassault Syste`mes
en Octobre de l’anne´e 2005.
Nous avons choisi Abaqus pour le large spectre de ses capacite´s d’analyse et de sa bonne ergono-
mie. Il s’agit d’un logiciel de simulation par e´le´ments finis de proble`mes tre`s varie´s en me´canique.
Abaqus est connu et tre`s largement utilise´ dans les industries automobiles et ae´ronautiques, en
particulier pour ses traitements performants de proble`mes line´aires et non-line´aires, cela pourrait
permettre une diffusion du mode`le LS1 aussi large que possible.
Abaqus est un progiciel (produit et logiciel) de calcul e´le´ments finis de´veloppe´ pre´sentement
par Dassault Syste`mes Simulia Corp. base´e a` Providence R.I Etats-Unis. Il se compose de quatres
produits : Abaqus/Standard, Abaqus/Explicit, Abaqus/CAE et Abaqus / Viewer.
– Abaqus/Standard repre´sente le code de calcul implicite de´die´ aux calculs quasi-statiques,
line´aires ou non, thermiques, acoustiques.
– Abaqus/Explicit emploie un sche´ma d’inte´gration explicite pour re´soudre des proble`mes dy-
namiques ou quasi-statiques non-line´aires.
– Abaqus/CAE Ce module permet la de´finition et la visualisation des diffe´rentes simulations.
Initialement, les proble`mes sont de´finis par des entite´s ge´ome´triques pour lesquelles seront
de´finis les proprie´te´s physiques et pour les diffe´rentes e´tapes de calcul.
– Abaqus / Viewer, est un sous-ensemble d’Abaqus / CAE qui contient uniquement les fonc-
tionnalite´s de post-traitement du module de visualisation.
Plusieurs options comple´mentaires sont disponibles pour e´tendre les capacite´s d’Abaqus / Stan-
dard et ABAQUS / Explicit, il s’agit de Abaqus / Aqua, Abaqus / Design, et Abaqus / AMS.
Chacun de ces produits est comple´te´ par des modules additionnels et/ou optionnels, spe´cifiques
a` certaines applications. Les modules d’analyse Abaqus/Standard, Abaqus/Explicit avec comple´ments
sont principalement e´crits en Fortran et C. Les modules interactifs Abaqus/CAE, Abaqus/Viewer,...
sont sur base du langage objet Python. La gestion de l’interface graphique est assure´e par FOX
Toolkit
Abaqus / CAE se pre´sente sous la forme d’une interface graphique et propose les dix sous-
modules suivants ( voir de´tails dans l’annexe F) : Part module, Property module, Assembly mo-
dule, Step module, Interaction module, Load module, Mesh module, Sketch module, Job module,
Visualization. Les huit premiers sous-modules servent a` de´finir le proble`me me´canique a` simuler.
Le module Job est celui qui ge`re le calcul de simulation proprement dit, c’est-a`-dire le coeur du
code. Enfin, le dernier module regroupe tout ce qui concerne l’exploitation des re´sultats sous forme
de diverses visualisations. Nous allons utiliser ces dix sous-modules (dans le fichier UEL*.inp) pour
le calcul de User Element dans la partie suivante.
4.1.2 Les user subroutines dans Abaqus
Les user subroutines sont pre´vues pour les utilisateurs qui ont besoin d’augmenter la fonc-
tionnalite´ d’Abaqus, elles fournissent un outil extreˆmement puissant et flexible pour l’analyse des
structures. On peut ge´ne´ralement les e´crire en FORTRAN, C et doivent eˆtre inclus dans un mode`le
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lorsque nous exe´cutons l’analyse. On peut inclure un ou plusieurs sous-programmes dans un mode`le
en spe´cifiant le nom d’une source Fortran ou le fichier objet qui contient les sous-routines (voir
”proce´dure d’exe´cution d’Abaqus / Standard et Abaqus / Explicit,” Abaqus user’s Manual)
La figure fig. 4.1 pre´sente quelques types de user subroutines utilise´es dans Abaqus et leurs fonc-
tions : UEL [65, 32, 131] pour de´finir un e´le´ment, UMAT [93] (de´finir le comportement me´canique
du mate´riau), DLOAD (de´finir les charges de distribution).
Figure 4.1. Quelques user subroutines dans Abaqus (Source : internet)
Les e´tapes pour coder un user subroutine sont pre´sente´es dans l’annexe G. Les commandes
pour compiler les user subroutines au lancement du calcul sont :
abaqus job=job-name.inp user=source-file.f
Ou
Abaqus/CAE : Job module : job editor : General : User subroutine file
Il existe la possibilite´ de stocker dans une librairie toute subroutine valide´e et compile´e.
4.2 Imple´mentation du mode`le LS1 dans Abaqus (UEL-LS1)
4.2.1 Introduction de UEL
Actuellement, Abaqus/Standard dispose en standard d’un grand nombre d’e´le´ments (envi-
ron 860) toute physique confondue. En me´canique, on distinguera particulie`rement les e´le´ments
repre´sentant les milieux continus, les e´le´ments inte´grant dans leur formulation un comportement
de structure de´formable : coques, poutres, barres,..., les e´le´ments ou surfaces rigides. Ces e´le´ments
couvrent un large spectre d’utilisation mais peuvent pre´senter des performances insuffisantes dans
certaines situations physiques. C’est pourquoi, Abaqus/Standard dispose de ce point d’entre´e ou
user subroutine UEL, permettant a` tout utilisateur averti, notamment dans la communaute´ des
chercheurs, de de´velopper son propre e´le´ment.
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Le user element est donc de plus en plus utilise´ dans tous les domaines de calcul des e´le´ments fi-
nis des structures graˆce a` la robustesse et la grande capacite´ d’Abaqus. Un sche´ma d’imple´mentation
d’un user element est pre´sente´ dans la figure 4.2. Des mode`les diffe´rents utilisent UEL : Feih [38],
E.Giner [42], Ben Dhia [30], T.T.T.Le [65], M. D’Ottavio[32], Thomas Wenk [131], Jobie M. Gerken
[41].
Figure 4.2. Sche´ma de User Element (Source : internet)
La figure Fig.4.3 nous montre quelques types d’e´le´ments coques dans Abaqus. L’e´le´ment que
nous de´veloppons dans la partie d’imple´mentation du mode`le LS1 est un e´le´ment parame´trique
bidimensionnel a` 8 noeuds qui ressemble a` l’e´le´ment S8R (e´le´ment standard d’Abaqus). Toutefois,
nous avons 5 degre´s de liberte´(ddl) par noeud et par couche.
Plusieurs auteurs utilisent UEL pour l’analyse des fissures : Stefanie Feih [38] utilise l’e´le´ment
cohesif, la me´thode des e´le´ments discrets est employe´e par Jobie M. Gerken [41]. La figure Fig. 4.4
pre´sente une application de UEL de R. Vitali et G.L. Zanotelli [130] pour calculer la propagation
des fissures. La me´thode X-FEM (la me´thode des e´le´ments finis e´tendus) permet d’introduire une
fissure dans une structure saine.(voir E.Giner [42]).
Thomas Wenk [131] a de´veloppe´ un UEL pour l’analyse dynamique non line´aire des structures
en be´ton arme´.
L’e´le´ment fini UEL de M. D’Ottavio imple´mente´ dans [32, 34] est base´ sur la formulation unifie´e
de Carrera et sur une hie´rarchie de mode`les raffine´s pour plaques composites . Cet UEL permet
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Figure 4.3. Les types d’e´le´ment coque dans Abaqus
l’analyse locale des structures par exemple : les effets d’interface, les effets de bord. Cet UEL de
M. D’ottavio est utilise´ pour calculer et comparer avec notre mode`le LS1 dans le chapitre 3.
Figure 4.4. example de UEL : Propagations des fissures
La me´thode Arlequin a initialement e´te´ postule´e par Ben Dhia [30] en 1998. Cette me´thode
permet de calculer par e´le´ments finis une structure mode´lise´e par deux maillages diffe´rents et
superpose´s. Elle permet de re´aliser des analyses locales de mode`les globaux, c’est-a`-dire qu’elle
permet de raffiner les mode`les globaux en des endroits inte´ressants (fissures, excavation, etc.). Une
imple´mentation UEL se concentre sur le cas de deux e´le´ments coques quadrilate´raux, est discute´e
par T.T.T.Le [65].
Dans la section suivante, nous pre´senterons une me´thode d’imple´mentation des formulations
du mode`le LS1 dans le code de calcul Abaqus/Standard via une routine UEL. Dans la pre´sente
version, les non-line´arite´s ge´ome´triques ou mate´rielles ne sont pas prise en compte.
4.2.2 De´finition du user element UEL-LS1
Abaqus Standard utilise une approche de type Newton-Raphson pour re´soudre le proble`me non-
line´aire. Nous utiliserons ce formalisme a` l’ite´ration 1 pour imple´menter l’e´le´ment UEL-LS1 actuel-
lement line´aire. La routine ne´cessite donc de de´finir les contributions de l’e´le´ment au mode`le global,
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a` savoir la matrice de rigidite´ tangente de l’e´le´ment et les forces internes. L’e´le´ment de´veloppe´ dans
ce cadre est un e´le´ment isoparame´trique a` 8 noeuds. A chaque ite´ration de Newton, Abaqus appelle
la routine afin d’obtenir la contribution de l’e´le´ment au mode`le global (Fig.4.2).
Avant de cre´er un UEL, les caracte´ristiques cle´s de l’e´le´ment suivantes doivent eˆtre de´finies :
(Une description de´taille´e des variables est fournie dans l’annexe E)
– Le nombre de noeuds par e´le´ment : 8
– Le nombre de coordonne´es pre´sentes a` chaque noeud : proble`me de plaque a` deux dimensions.
Les coordonne´es peuvent eˆtre en nombre de 3.
– Les degre´s de liberte´ actifs a` chaque noeud : 5n (avec n : le nombre de couches)
Autres proprie´te´s importantes :
– Le nombre de proprie´te´s de l’e´le´ment a` de´finir externe a` l’UEL : 36+15(n−2), n : Le nombre
de couches
– Le nombre de variables d’e´tat solution-de´pendant (SDVs) pour eˆtre stocke´es par e´le´ment.
– Le nombre (distribue´) des types de charge disponibles pour l’e´le´ment.
Interface de UEL.inp
Un user element est de´fini avec l’option * USER ELEMENT, TYPE=Un . Cette instruction doit
figurer dans le fichier d’entre´e (UEL.inp) et eˆtre place´e avant l’option *ELEMENT, TYPE=Un.
Une description de´taille´e est fournie dans l’annexe D. Ici, nous pre´sentons un exemple de descrip-
tion de´taille´e de UEL-LS1 que l’on doit de´finir pour que Abaqus e´tablisse un lien entre UEL.inp
et UEL.f : Dans cet exemple on pre´sente une plaque avec quatres couches, quatres e´le´ments, 20ddl
(degre´s de liberte´) par noeuds et au total on a 160ddl par e´le´ment. La syntaxe pour l’interface avec
UEL est la suivante :
*****************************
Instruction set 1 :
(i) *USER ELEMENT, TYPE=U20, NODES=8, COORDINATES=2, VARIABLES=160, I PRO-
PERTIES=2, PROPERTIES=66, UNSYM
(ii) 1,2,3,4,5,6,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24
*****************************
De´finition des parame`tres :
La ligne (i) :
– USER ELEMENT : Pour de´finir un e´le´ment
– Type=U20 : d’e´le´ment (de´fini par l’utilisateur) de la forme Un, ou` n=20 est le nombre de
degre´s de liberte´ par e´le´ment
– COORDINATES=2 (COORDINATES=3 dans le cas ge´ne´ral) : Nombre maximum de coor-
donne´es a` n’importe quel noeud de l’e´le´ment.
– NODES=8 : 8 noeuds par e´le´ment
– VARIABLES : Nombre total de variable d’e´tat (SDV : solution-dependant statevariables)
par e´le´ment. Si l’e´le´ment est inte´gre´ nume´riquement, le nombre de variables doit eˆtre e´gal
au nombre de points d’inte´gration fois le nombre de SDVs par point. Les variables d’e´tat
sont des variables de stockage ou de sortie avec les identifiants SDV1, SDV2, etc SDVs pour
tout e´le´ment. Elles sont re´cupe´rables dans le fichier listing .dat et les fichiers de re´sultats .fil
(ancien format) ou .odb. Elle peuvent eˆtre visualise´es sous forme d’isocontours ou de trace´
X-Y.
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– I PROPERTIES : Nombre de proprie´te´s entie`res : 2, la premie`re valeur est le nombre de
couches.
– PROPERTIES=66 : Nombre de proprie´te´s a` virgule flottante. On de´finit 15 valeurs de pro-
prie´te´s par couche. Mais pour les deux couches sur les deux faces libres, on a 18 valeurs de
proprie´te´s par couche. On trouve au total 36 + 15(n− 2) nombres de proprie´te´s (n : nombre
de couches). Alors, il faut de´finir 66 valeurs pour 4 couches.
– UNSYMM : ”Flag” Servant a` indiquer que le Jacobien est asyme´trique
La ligne (ii) : Nume´rote les degre´s de liberte´ par noeud.
Suite de l’option * USER ELEMENT. Si tous les noeuds de user element ont les meˆmes degre´s
de liberte´ actifs, aucune donne´e supple´mentaire n’est ne´cessaire. Cependant, si certains noeuds ont
diffe´rents degre´s de liberte´ actifs, il faut entrer ulte´rieurement des lignes de donne´es du type :
position, dof1, dof2, ..
ou`
”position” est le nume´ro du noeud (local) de l’e´le´ment, dof1 est le premier degre´ de liberte´ au
niveau des noeuds actifs et dof2 est le deuxie`me degre´ de liberte´ au niveau des noeuds actifs ..
Les degre´s de liberte´ actifs peuvent eˆtre modifie´s pour n’importe quel noeud dans l’e´le´ment.
*****************************
Instruction set 2 :
(i)*Uel property, elset=one
(ii)137900.0, 14480, 14480, 0.21, 0.21, 0.21, 5860, 5860,
5860, 1e-5, 1e-5, 1e-5, 0.14, 0., 0.00, 0.00,
0.00, 0.00, 137900.0, 14480, 14480, 0.21, 0.21, 0.21,
5860, 5860,5860, 1e-5, 1e-5, 1e-5, 0.14, 90.,
0.00,137900.0, 14480, 14480, 0.21, 0.21, 0.21, 5860,
5860,5860, 1e-5, 1e-5, 1e-5, 0.14, 0., 0.00,
137900.0, 14480, 14480, 0.21, 0.21, 0.21, 5860, 5860,
5860, 1e-5, 1e-5, 1e-5, 0.14, 0., 0.00, 0.00,
0.00, 0.00,4, 3
*****************************
Ou` :
La ligne (i) : Les proprie´te´s sont de´finies pour l’e´le´ment ”one” (elset=one).
La ligne (ii) : Proprie´te´s e´le´mentaires pour une plaque composite qui posse`de N couches
Group 1 : 18 valeurs : E1, E2, E3, Nu12, Nu23, Nu13, G12, G23,G13, Alpha1, Alpha2, Alpha3, e,
theta, p, V, Tx, Ty
Group 2 : 15 valeurs : E1, E2, E3, Nu12, Nu23, Nu13, G12, G23,G13, Alpha1, Alpha2, Alpha3, e,
theta, p
..
Group N : 18 valeurs : E1, E2, E3, Nu12, Nu23, Nu13, G12, G23,G13, Alpha1, Alpha2, Alpha3, e,
theta, p, V, Tx, Ty
Les valeurs des proprie´te´s sont donne´es avec l’option * UEL PROPERTY. Les proprie´te´s sont
attribue´es sur une base d’ensembles d’e´le´ments, il est possible d’utiliser le meˆme fichier UEL.f avec
diffe´rentes valeurs (choisies par l’utilisateur) de´finies par UEL PROPERTY.
Interface de UEL.f
La figure fig. 4.5 pre´sente l’interface ge´ne´rale du programme user element UEL-LS1.
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– AMATRX : de´finit la contribution de l’e´le´ment dans la matrice de rigidite´ ou e´quivalente
du syste`me d’e´quations. Une description de AMATRX est de´taille´e dans la section 4.2.3.
La matrice particulie`re requise a` tout moment de´pend des entre´es dans le tableau LFLAGS
(voir ci-dessous). Toutes les entre´es non nulles dans AMATRX doivent eˆtre de´finies, meˆme
si la matrice est syme´trique. Si nous spe´cifions que la matrice est asyme´trique lorsque nous
de´finissons l’e´le´ment utilisateur, Abaqus/Standard va utiliser AMATRX directement.
– RHS : de´finit dans le cas ge´ne´ral le vecteur Re´sidu c’est-a`-dire le de´faut d’e´quilibre a` l’ite´ration
pre´ce´dente, par exemple en me´canique statique la diffe´rence entre les efforts internes et les
efforts externes. Sauf dans le cas de la me´thode de Riks, le nombre de vecteurs a` de´finir est
e´gal a` 1.
– SVARS : Ce tableau contient les valeurs des variables d’e´tat de´pendantes de la solution, as-
socie´es a` l’e´le´ment. Le nombre de variables est de´fini dans le jeu de donne´es et est stocke´ dans
la variable NSVARS. Dans le cas ge´ne´ral non-line´aire, les valeurs passe´es au sous-programme
UEL sont les valeurs au de´but de l’incre´ment de calcul. En fonction du parame`tre LFLAGS,
l’utilisateur sera amene´ a` de´terminer leurs valeurs a` la fin de l’incre´ment en cours. Dans le
cas d’une proce´dure de perturbation line´aire, les valeurs transmises au sous programme UEL
sont les valeurs correspondant a` l’e´tat de base. Les valeurs calcule´es dans le UEL doivent
correspondre aux valeurs de perturbations, par rapport a` l’e´tat de base, et pourront ainsi
eˆtre traite´es en post-traitement.
Figure 4.5. Interface de User Element
Une description comple`te de tous les parame`tres est fournie dans la section : Section 1.1.27 du
manuel ”Abaqus user subroutine Reference Manual” - Version 6.11.
4.2.3 Matrice de rigidite´ tangente e´le´mentaire AMATRX
Dans cette partie, nous pre´sentons l’e´le´ment fini LS1 pour l’imple´mentation dans UEL de
Abaqus.
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4.2.3.1 approximation nodale du de´placement
L’application nume´rique du mode`le LS1 sera de´crite en utilisant un e´le´ment parame´trique
bidimensionnel a` 8 noeuds (fig. 4.6) de´crit ici dans le plan (x,y). Dans le cas ge´ne´ral, il conviendra
de conside´rer une espace (x,y,z).
1 2
34
5
6
7
8
I II
III IV
x
y
ξ
η
Figure 4.6. Ele´ment a` huit noeuds et ses quatre points de Gauss
Les coordonne´es parame´triques sont note´es ξ et η. Chaque noeud de l’e´le´ment posse`de 5n
d.d.l. (n e´tant le nombre de couches de la plaque). Les coordonne´es x(ξ, η) et y(ξ, η) d’un point
quelconque (ξ, η) sont de´finies par :
x(ξ, η) =
8∑
i=1
Ni(ξ, η).xi
y(ξ, η) =
8∑
i=1
Ni(ξ, η).yi
(4.1)
ou` (xi, yi) sont les coordonne´es du noeud i, et les fonctions d’interpolation quadratique sont donne´es
par [29] .
N1(ξ, η) =
1
4
(1− ξ)(1− η)(−1− ξ − η)
N2(ξ, η) =
1
2
(1− ξ2)(1− η)
N3(ξ, η) =
1
4
(1 + ξ)(1− η)(−1 + ξ − η)
N4(ξ, η) =
1
2
(1 + ξ)(1− η2)
N5(ξ, η) =
1
4
(1 + ξ)(1 + η)(−1 + ξ + η)
N6(ξ, η) =
1
2
(1− ξ2)(1 + η)
N7(ξ, η) =
1
4
(1− ξ)(1 + η)(−1− ξ + η)
N8(ξ, η) =
1
2
(1− ξ)(1− η2)
(4.2)
L’approximation nodale pour le champ de de´placement s’e´crit en utilisant les meˆmes fonctions de
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formes que l’approximation ge´ome´trique (a` continuite´ Co)
δ =
8∑
i=1
N iδi (4.3)
ou` la matrice de fonction d’interpolation associe´e au noeud i est
N i = NiI5n
I5n est la matrice unitaire de dimension 5n× 5n. Le vecteur de de´placement au noeud i s’e´crit
δTi = < U
1
i V
1
i W
1
i φ
1
xi φ
1
yi, U
2
i V
2
i W
2
i φ
2
xiφ
2
yi, . . . , U
n
i V
n
i W
n
i φ
n
xiφ
n
yi︸ ︷︷ ︸ >
5n
(4.4)
Les de´rive´es des fonctions d’interpolation seront calcule´es par la formule
∂Ni
∂x
=
∂Ni
∂ξ
.
∂ξ
∂x
+
∂Ni
∂η
.
∂η
∂x
∂Ni
∂y
=
∂Ni
∂ξ
.
∂ξ
∂y
+
∂Ni
∂η
.
∂η
∂y
(4.5)
4.2.3.2 De´formations et contraintes
On de´finit le vecteur de de´formations ǫ de dimension 11n− 3 en se´parant les contributions du
comportement membranaire ǫc , du comportement normal ǫν et du comportement en cisaillement
ǫQ par
ǫT =
〈
ǫc, ǫν , ǫQ
〉
(4.6)
Les de´formations membranaires ge´ne´ralise´es s’e´crivent :
ǫc = < ε1xx ε
1
yy 2ε
1
xy χ
1
xx χ
1
yy 2χ
1
xy, . . . , ε
n
xx ε
n
yy 2ε
n
xy χ
n
xx χ
n
yy2χ
n
xy︸ ︷︷ ︸ >T
6n
(4.7)
Les de´formations normales ge´ne´ralise´es sont :
ǫν = < D1,2ν D
2,3
ν . . . D
n−1,n
ν︸ ︷︷ ︸ >T
n− 1
(4.8)
Les de´formations ge´ne´ralise´es a` l’effort tranchant sont :
ǫQ = < γ1x γ
1
y D
1,2
x D
1,2
y γ
2
x γ
2
y , . . . , γ
n−1
x γ
n−1
y D
n−1,n
x D
n−1,n
y γ
n
x γ
n
y︸ ︷︷ ︸ >T
4n− 2
(4.9)
L’expression de ces de´formations ge´ne´ralise´es de´finies par eqn. 2.25 peut eˆtre explicitement e´crite
comme ci-dessous, pour i = 1..n :
εixx =
∂U i
∂x
εixy =
1
2
(
∂Uk
∂y
+
∂V k
∂x
)
εiyy =
∂V i
∂y
χixx =
∂φix
∂x
χixy =
1
2
(
∂φkx
∂y
+
∂φky
∂x
)
χiyy =
∂φiy
∂y
γix =
∂W i
∂x
+ φix γ
i
y =
∂W i
∂y
+ φiy
(4.10)
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et pour j = 1..n− 1 :
Dj,j+1x = U j+1 − U j −
ej
2
φjx −
ej+1
2
φj+1x
Dj,j+1y = V j+1 − V j −
ej
2
φjy −
ej+1
2
φj+1y
Dj,j+1ν = W j+1 −W j
(4.11)
Le vecteur de contraintes associe´s a` ǫ est de´fini par
σT =< σc,σν ,σQ > (4.12)
ou`
σc =< N1xxN
1
yyN
1
xyM
1
xxM
1
yyM
1
xy, . . . , N
n
xxN
n
yyN
n
xyM
n
xxM
n
yyM
n
xy >
T (4.13)
σν =< ν1,2 ν2,3, . . . , νn−1,n >T (4.14)
σQ =< Q1xQ
1
y τ
1,2
x τ
1,2
y Q
2
xQ
2
y, . . . , Q
n−1
x Q
n−1
y τ
n−1,n
x τ
n−1,n
y Q
n
x Q
n
y >
T (4.15)
4.2.3.3 Approximation nodale des De´formation et contraintes - matrice B
L’approximation nodale du champ de de´formations de l’e´le´ment s’e´crit :
ǫ =
8∑
i=1
Biδi = [B1, . . . ,B8]δ (4.16)
avec :
ǫc =
8∑
i=1
Bciδi = [B
c
1, . . . ,B
c
8]δ (4.17)
ǫν =
8∑
i=1
Bνi δi = [B
ν
1 , . . . ,B
ν
8 ]δ (4.18)
ǫQ =
8∑
i=1
B
Q
i δi = [B
Q
1 , . . . ,B
Q
8 ]δ (4.19)
Les matrices Bi se composent de n matrices unitaires Bik (k = 1 . . . n) pour chaque couche :
– La matrice Bcik s’e´crit :
Bcik =

Ni,x 0 0 0 0
0 Ni,y 0 0 0
Ni,y Ni,x 0 0 0
0 0 0 Ni,x 0
0 0 0 0 Ni,y
0 0 0 Ni,y Ni,x

(4.20)
– La matrice Bνik s’e´crit :
Bνik =
[
0 0 −Ni 0 0 0 0 Ni 0 0
]
=
[
Bν1ik B
ν2
ik
] (4.21)
ou` les matrices Bν1ik et B
ν2
ik sont de dimension 1 × 5. Elles servent a` mieux expliquer la
construction de la matrice Bi dans l’e´quation ci-dessous.
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– La matrice BQik s’e´crit :
B
Q
ik =

0 0 Ni,x Ni 0 0 0 0 0 0
0 0 Ni,y 0 Ni 0 0 0 0 0
−Ni 0 0 −
ek
2 Ni 0 Ni 0 0 −
ek+1
2 Ni 0
0 −Ni 0 0 −
ek
2 Ni 0 Ni 0 0 −
ek+1
2 Ni

=
[
B
Q1
ik B
Q2
ik
] (4.22)
ou` les matrices BQ1ik et B
Q2
ik sont de dimension 4× 5 et sont utilise´es pour les meˆmes raisons
que Bν1ik et B
ν2
ik .
En effet, la matrice Bci de dimension 6n× 5n est de´finie par
Bci =

Bci1 0 . 0
0 Bci2 . 0
. . . .
0 0 . Bcin

=

Ni,x 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0
0 Ni,y 0 0 0 . 0 0 0 0 0
Ni,y Ni,x 0 0 0 . 0 0 0 0 0
0 0 0 Ni,x 0 . 0 0 0 0 0
0 0 0 0 Ni,y . 0 0 0 0 0
0 0 0 Ni,y Ni,x . 0 0 0 0 0
. . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . Ni,x 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . 0 Ni,y 0 0 0
0 0 0 0 0 . Ni,y Ni,x 0 0 0
0 0 0 0 0 . 0 0 0 Ni,x 0
0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 Ni,y
0 0 0 0 0 . 0 0 0 Ni,y Ni,x

(4.23)
La matrice Bνi de dimension (n− 1)× 5n est de´finie par
Bνi =

Bν1i1 B
ν2
i1 0 . 0 0
0 Bν1i2 B
ν2
i2 . 0 0
. . . . . .
0 0 0 . Bν1i n−1 B
ν2
i n−1

=

0 0 −Ni 0 0 0 0 Ni 0 0 . . . . . .
. . . . . 0 0 −Ni 0 0 . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . 0 0 Ni 0 0

(4.24)
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Finalement, la matrice BQi de dimension (4n− 2)× 5n est de´finie par
B
Q
i =

B
Q1
i1 B
Q2
i1 0 . 0 0
0 BQ1i2 B
Q2
i2 . 0 0
. . . . . .
0 0 0 . BQ1i n−1 B
Q2
i n−1
0 0 0 . 0 2 premieres lignes de BQ1i n

=

0 0 Ni,x Ni 0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 Ni,y 0 Ni 0 0 0 0 0 . . .
−Ni 0 0 −
e1
2 Ni 0 Ni 0 0 −
e2
2 Ni 0 . . .
0 −Ni 0 0 −
e1
2 Ni 0 Ni 0 0 −
e2
2 Ni . . .
. . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . 0 0 Ni,x Ni 0
. . . . . . . . 0 0 Ni,y 0 Ni

(4.25)
4.2.3.4 Comportement - matrice d’e´lasticite´ D
Comportement en souplesse
Les e´quations du comportement ge´ne´ralise´ du mode`le LS1 (eqns. 2.30-2.34) sont en ge´ne´ral couple´es.
La se´paration du comportement d’interface et de celui des plis n’est effective que dans certains
empilements particuliers.
Le comportement du mode`le LS1 en souplesse peut eˆtre re´e´crit sous forme matricielle
ǫ = Sσ + ǫo (4.26)
Le vecteur ǫo contient les termes relie´s aux sollicitations surfaciques T− et T+ . Ce sont des donne´es
du proble`me. On a donc affaire a` un proble`me avec de´formation initiale. Sa re´solution est l’objet
de la section suivante.
Dans eqn. 4.26, S est la matrice de souplesse de dimension (11n− 3)× (11n− 3)
S =
 Sc 0 00 Sν 0
0 0 SQ
 (4.27)
Les matrices de souplesse Sc, Sν et SQ correspondent aux matrices de souplesse de chaque couche
Sck, S
ν
k et S
Q
k (k = 1 . . . n). Ces dernie`res matrices sont formule´es a` partir des e´quations de com-
portement du mode`le (eqns. 2.30-2.34) :
Sck =

Sk
11
ek
Sk
12
ek
Sk
16
ek
0 0 0
Sk
21
ek
Sk
22
ek
Sk
26
ek
0 0 0
Sk
16
ek
Sk
26
ek
Sk
66
ek
0 0 0
0 0 0
12Sk
11
(ek)3
12Sk
12
(ek)3
12Sk
16
(ek)3
0 0 0
12Sk
21
(ek)3
12Sk
22
(ek)3
12Sk
26
(ek)3
0 0 0
12Sk
16
(ek)3
12Sk
26
(ek)3
12Sk
66
(ek)3

(4.28)
Sνk =
[
9ekSk
33
70
13(ekSk
33
+ek+1Sk+1
33
)
35
9ek+1Sk+1
33
70
]
(4.29)
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S
Q
k =
 0 −SkQ10 6SkQ5ek −SkQ10 0 0
0
−ekSkQ
30
−S
k
Q
10
2(ekSkQ+e
k+1S
k+1
Q
)
15
−S
k+1
Q
10
−ek+1Sk+1
Q
30
 (4.30)
La re´union des matrices de chaque couche nous donne la forme des matrices de souplesse e´le´mentaires
ci-dessus :
Sc matrice de dimension 6n× 6n est de´finie par
Sc =

S1
11
e1
S1
12
e1
S1
16
e1
0 0 0 . . . . . . . .
S1
21
e1
S1
22
e1
S1
26
e1
0 0 0 . . . . . . . .
S1
16
e1
S1
26
e1
S1
66
e1
0 0 0 . . . . . . . .
0 0 0
12S1
11
(e1)3
12S1
12
(e1)3
12S1
16
(e1)3
. . . . . . . .
0 0 0
12S1
21
(e1)3
12S1
22
(e1)3
12S1
26
(e1)3
. . . . . . . .
0 0 0
12S1
16
(e1)3
12S1
26
(e1)3
12S1
66
(e1)3
. . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . .
S1
11
en
S1
12
en
S1
16
en 0 0 0
. . . . . . . .
S1
21
en
S1
22
en
S1
26
en 0 0 0
. . . . . . . .
S1
16
en
S1
26
en
S1
66
en 0 0 0
. . . . . . . . 0 0 0
12S1
11
(en)3
12S1
12
(en)3
12S1
16
(en)3
. . . . . . . . 0 0 0
12S1
12
(en)3
12S1
22
(en)3
12S1
26
(en)3
. . . . . . . . 0 0 0
12S1
16
(en)3
12S1
26
(en)3
12S1
66
(en)3

(4.31)
Sν matrice de dimension (n− 1)× (n− 1) est de´finie par
Sν =

13(e1S1
33
+e2S2
33
)
35
9e2S2
33
70 . . .
9e2S2
33
70
13(e2S2
33
+e3S3
33
)
35
9e3S3
33
70 . .
. . . . .
. .
9en−2Sn−2
33
70
13(en−2Sn−2
33
+en−1Sn−1
33
)
35
9en−1Sn−1
33
70
. . .
9en−1Sn−1
33
70
13(en−1Sn−1
33
+enSn
33
)
35

(4.32)
SQ matrice de dimension (4n− 2)× (4n− 2) est de´finie par
SQ =
6S1Q
5e1
−S
1
Q
10 0 0 . . . . . . .
−S
1
Q
10
2(e1S1Q+e
2S
2
Q)
15
−S
2
Q
10
−e2S2Q
30 . . . . . . .
0
−S
2
Q
10
6S2Q
5e2
−S
2
Q
10 0 0 . . . . .
0
−e2S2Q
30
−S
2
Q
10
2(e2S2Q+e
3S
3
Q)
15
−S
3
Q
10
−e3S3Q
30 . . . . .
. . 0
−S
3
Q
10
6S3Q
5e3
−S
3
Q
10 0 0 . . .
. . 0
−e3S3Q
30
−S
3
Q
10
2(e3S3Q+e
4S
4
Q)
15
−S
4
Q
10
−e4S4Q
30 . . .
. . . . . . . . .
−S
n
Q
10
6SnQ
5en

(4.33)
ou` SjQ est la souplesse en cisaillement de la couche j.
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Le vecteur des de´formations initiales dues aux sollicitations surfaciques impose´es ǫo, de dimen-
sion 11n− 3 avec n > 2 est de´fini par
ǫo =

0
.
.
0
9
70e
1S133ν
0,1
0
.
.
0
9
70e
nSn33ν
n,n+1
− 110(S
1
55τ
0,1
x + S154τ
0,1
y )
− 110(S
1
45τ
0,1
x + S144τ
0,1
y )
− e
1
30(S
1
55τ
0,1
x + S154τ
0,1
y )
− e
1
30(S
1
45τ
0,1
x + S144τ
0,1
y )
0
.
.
0
− e
n
30 (S
n
55τ
n,n+1
x + Sn54τ
n,n+1
y )
− e
n
30 (S
n
45τ
n,n+1
x + Sn44τ
n,n+1
y )
− 110(S
n
55τ
n,n+1
x + Sn54τ
n,n+
y )
− 110(S
n
45τ
n,n+1
x + Sn44τ
n,n+
y )

=

0
.
.
0
9
70e
1S133T
−
3
0
.
.
0
9
70e
nSn33T
+
3
− 110(S
1
55T
−
1 + S
1
54T
−
2 )
− 110(S
1
45T
−
1 + S
1
44T
−
2 )
− e
1
30(S
1
55T
−
1 + S
1
54T
−
2 )
− e
1
30(S
1
45T
−
1 + S
1
44T
−
2 )
0
.
.
0
− e
n
30 (S
n
55T
+
1 + S
n
54T
+
2 )
− e
n
30 (S
n
45T
+
1 + S
n
44T
+
2 )
− 110(S
n
55T
+
1 + S
n
54T
+
2 )
− 110(S
n
45T
+
1 + S
n
44T
+
2 )

|
|
|
↓
6n+ 1
|
|
|
↓
7n− 1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
↓
11n− 3
(4.34)
Comportement en raideur
Le comportement du mode`le en raideur s’e´crit
σ = S−1(ǫ− ǫo) =D(ǫ− ǫo) (4.35)
ou` D est la matrice de rigidite´ de dimension (11n− 3)× (11n− 3)
D = S−1 =
Dc 0 00 Dν 0
0 0 DQ
 =
Sc−1 0 00 Sν−1 0
0 0 SQ−1
 (4.36)
4.2.3.5 Formulation inte´grale en de´placement du mode`le LS1
Avec toutes les de´finitions matricielles pre´ce´dentes, le proble`me a` re´soudre revient a` de´terminer
les vecteurs de de´placements nodaux δ, dans le domaine bidimensionnel Ω, de frontie`re δΩ, satis-
faisant les e´quations suivantes :
– e´quation de compatibilite´ ge´ne´ralise´e :
ǫ = Bδ = Bcδc +Bνδν +BQδQ (4.37)
– e´quation d’e´quilibre ge´ne´ralise´e :
BTδ = BcTδc +BνTδν +BQTδQ = 0 (4.38)
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– e´quation de comportement e´lastique :
σ = S−1(ǫ− ǫo) =D(ǫ− ǫo) (4.39)
– conditions aux limites portant sur les forces exte´rieures line´iques aux bords δΩ (eqns. 2.29).
Les conditions limites portant sur les forces exte´rieures surfaciques applique´es sur Ω− et Ω+
sont introduites (et donc ve´rifie´es dans ǫo eqns.4.34
La formulation faible (de type Galerkin) du proble`me s’e´crit :
Π = 1/2
∫
Ω
δTBTDBδdΩ−
∫
dΩ
δTNTqds−
∫
Ω
BTDǫ˚ dΩ (4.40)
ou` le vecteur de sollicitation line´ique est de´fini par
qT =< N1dxN
1
dy Q
1
dM
1
dxM
1
dy . . . , N
n
dxN
n
dy Q
n
d M
n
dxM
n
dy > (4.41)
avec :
Nkdx =
∫ h+
k
h−
k
T d1dz;N
k
dy =
∫ h+
k
h−
k
T d2dz
Mkdx =
∫ h+
k
h−
k
T d1(z − hk)dz;M
k
dy =
∫ h+
k
h−
k
T d2(z − hk)dz; (4.42)
Qkd =
∫ h+
k
h−
k
T d3dz
ou` T d sont les efforts impose´es sur la partie δΩT de la frontie`re δΩ
On trouve donc, l’expression de la matrice de rigidite´ :
Ke =
∫
Ωe
BTDBdΩ
=
∫
Ωe
BcTDcBcdΩ+
∫
Ωe
BνTDνBνdΩ+
∫
Ωe
BQTDQBQdΩ
=Kec +K
e
ν +K
e
Q (4.43)
Abaqus assemble et re´soud les matrice de rigidite´ (tangentes) e´le´mentaires calcule´es dans le
sous programme UEL.
F =Kδ (4.44)
4.2.4 Les degre´s de liberte´ propose´s pour le user element
La nume´rotation des degre´s de liberte´ pour un user element est la meˆme que celle des e´le´ments
usuels dans ABAQUS (1-3 sont des de´placements, 4-6 sont des rotations, ..). Cette correspondance
est importante pour les controˆles de la convergence dans l’analyse non line´aire. elle est e´galement
pertinente pour les rotations en trois dimensions dans l’analyse non line´aire ge´ome´trique a` cause
de la nature non line´aire des rotations finies.
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Nume´ro de noeud Degre´ de liberte´
1 de´placement x
2 de´placement y
3 de´placement z
4 Rotation axe des x, en radians
5 Rotation axe des y, en radians
6 Rotation axe des z, en radians
7 amplitude de la de´formation
(pour les e´le´ments de poutre a` section ouverte)
8 pressions interstitielles, la pression du
fluide hydrostatique, ou de pression acoustique
9 Potentiel e´lectrique
10 flux de matie`res connecteur (unite´s de longueur)
11 Tempe´rature (ou la concentration normalise´e
dans l’analyse de la diffusion de masse)
12,13,14,15.. de´finis par l’utilisateur
Tableau 4.1. Convention des degre´s de liberte´ dans Abaqus
L’e´le´ment LS1 est compose´ de 8 noeuds, chaque noeud d’un e´le´ment a 5n (n : nombre de
couches) degre´s de liberte´ : trois de´placements et deux rotations par couches. Au total, l’e´le´ment
LS1 posse`de 40n degre´s de liberte´.
Cependant la limite du nombre de degre´s de liberte´ total par noeuds pour les e´le´ments utilisateur
est fixe´ a` 30ddl dans Abaqus (version 6.11). Donc, le degre´ de liberte´ total par e´le´ment possible
est 240ddl. En fait, il y a aussi quelques degre´s de liberte´ de´finis par de´faut que l’on ne peut pas
utiliser, cela est de´taille´ dans le tableau tab. 4.1. C’est la raison pour laquelle, dans le cadre de cette
the`se, nous ne vous pre´sentons que les calculs sur une structure avec (maximum) quatre couches,
25 degre´s de liberte´ par noeuds et 200ddl par e´le´ment.
4.2.5 Visualisation de UEL-LS1
Les outils visuels d’Abaqus et de quelques codes actuels ne permettent pas de voir les re´sultats
des e´le´ments cre´es par les utilisateurs (UEL). L’e´valuation des re´sultats peut eˆtre effectue´e par des
logiciels de visualisation open-source (MEDIT, Gnuplot, . . . ).
Pour re´soudre ce proble`me, on propose de cre´er les e´le´ments composites standards comme S8R5
dans Abaqus. Cet e´le´ment et les e´le´ments de UEL doivent posse´der les meˆmes noeuds et le meˆme
nombre de degre´s de liberte´ par noeud par couche. La rigidite´ de ces e´le´ments est nulle.
**———–Element S8R5 Abaqus———-
**
*Element, type=S8R5
1, 1,2,9,8, 50, 51, 52, 53
2, 2,3,10,9, 54, 55, 56, 51
...
36, 41,42, 49,48, 120, 132, 133, 130
** Section : CompositeLayup-1-1
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Figure 4.7. Le maillage de UEL ”normal” (a` gauche) ; Le maillage apre`s l’ajout d’un e´le´ment
standard pour la visualisation
*ELSET, ELSET=CompositeLayup-1-1, INTERNAL, GENERATE
1, 36, 1
*ELSET, ELSET=one, INTERNAL, GENERATE
1, 36, 1
...
** MATERIAL
*Material, name=”S8R5 NUL”
*Elastic, type=ENGINEERING CONSTANTS
1e-15.,1e-15.,1e-15., 0.3, 0.3, 0.3, 3e-15, 3e-15.,
3e-15.,
La figure fig.4.7 pre´sente un exemple de la visualisation du maillage de la plaque du mode`le
UEL-LS1 dans Abaqus.
4.3 Validation de l’e´le´ment fini UEL-LS1
Cette section est donc consacre´e a` des tests nume´riques pour prouver le bon comportement
de l’e´le´ment fini UEL-LS1. Nous illustrerons la me´thode avec quelques exemples simule´s avec une
version d’Abaqus 6.7 et 6.11.
4.3.1 Mate´riaux isotropes : La plaque soumise a` une charge concentre´e au
centre et a` une pression uniforme
Position du proble`me
Nous e´tudions dans ce paragraphe les re´sultats de l’e´le´ment UEL-LS1 en terme de de´placement
et aussi en termes de contraintes d’interface pour les plaques carre´es mode´lise´es par diffe´rents
maillages pour assurer le bon comportement de l’e´le´ment UEL-LS1. Deux cas de charges seront
calcule´s :
– La plaque carre´e soumise a` une charge concentre´e au centre P
– La plaque carre´e soumise a` une pression uniforme q
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Module d’e´lasticite´ E = 70000Pa
Coefficient Poisson ν = 0,3
Longueur a = 2m
Rapport d’e´lancemment a/h = 5 ou 10
Charge P = q = 1Pa
Plaque stratifie´e Nl = 2
Tableau 4.2. Mate´riaux isotropes : Les caracte´ristiques des mate´riaux
De´placement Wmax (10
−2)
Maillage couche 1 couche 2
UEL-LS1 MPFEAP Erreur (%) UEL-LS1 MPFEAP Erreur (%)
10x10 3.1986 3.1996 -0.0312 2.3111 2.3116 -0,0216
Tableau 4.3. Charge concentre´e : De´flection dans les couches.
Les valeurs de re´fe´rence sont donne´es par la solution tridimensionnelle exacte [122, 123] (pour
le cas de pression uniforme), l’e´le´ment de Reissner Mindlin S8R et l’e´le´ment fini MPFEAP (La
performance de l’e´le´ment fini MPFEAP est de´montre´e dans [87, 86, 88, 35, 36]).
La plaque encastre´e sur les quatres coˆte´s et les caracte´ristiques des mate´riaux pour les deux
cas de charges sont pre´sente´es dans le tableau tab.4.2
Comparaison avec d’autres approches de re´fe´rence
Les re´sultats de de´flection de chaque couche et les efforts aux interfaces entre les deux couches
au centre de la plaque pour le cas de charge concentre´e sont montre´s dans le tableau tab.4.3, et
tab.4.4. Nous ne trouvons pas de grande diffe´rence entre UEL-LS1 et MPFEAP, l’erreur maximale
dans ce cas est respectivement de 0.03 (%) pour le de´placement, 0.01 (%) pour la contrainte de
cisailement et 0.039 (%) pour l’efforts d’arrachement.
Concernant le cas de la plaque carre´e soumise a` une charge re´partie, le tableau tab.4.5 montre
une comparaison de de´flection maximale entre UEL-LS1, MPFEAP et l’e´le´ment de type Reissner
Mindlin S8R d’Abaqus. Les valeurs de re´fe´rence sont donne´es par la solution tridimensionnelle
exact [122, 123] pour le cas de la plaque a` deux couches.
Nous avons aussi e´tudie´ le de´placement de la plaque multicouche (plaque 4 couches, 5 couches).
Le tableau 4.6 pre´sente des erreurs de de´placement et rotation entre UEL-LS1 et MPFEAP.
L’erreur maximale entre UEL-LS1 et MPFEAP est 1.36(%) et cela montre que l’e´le´ment fini UEL-
LS1 marche bien avec les multicouches.
Maillage Contrainte de cisaillement τ(x, y) Contrainte d’arrachement ν(x, y)
UEL-LS1 MPFEAP Erreur (%) UEL-LS1 MPFEAP Erreur (%)
10x10 +/-807.74 +/- 807.83 -0,0111 -1527.5 -1528.1 -0,0392
Tableau 4.4. Charge concentre´e : Contraintes de cisaillement et contraintes d’arrachement aux
interfaces.
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Maillage Wmax (10
−5) (L/2h=5) Wmax (10
−4) (L/2h=10)
UEL-LS1 MPFEAP S8R UEL-LS1 MPFEAP S8R
8x8 8.373 8.442 8.472 4.682 4.692 4.695
10x10 8.376 8.442 8.471 4.680 4.691 4.695
Solution 3D [122, 123] 8.326 4.6674
Tableau 4.5. Pression uniforme : La de´flection maximale pour les deux configurations de plaque
La figure fig.4.8 pre´sente les de´placements selon la direction y et la fle`che au centre de la plaque.
Cela nous montre que la visualisation de UEL via l’e´le´ment S8R5 fonctionne bien.
Figure 4.8. Pression uniforme : le de´placement (U2) (a` gauche) et La fle`che (U3) au centre de la
plaque. Visualisation Abaqus.
Les diffe´rences entre les de´placements, les contraintes de cisaillement et d’arrachement calcule´s
avec UEL-LS1 et MPFEAP sont tre`s petites. Elles sont simplement dues a` des aspects nume´riques
et conventions d’arrondis diffe´rentes. Ainsi on note des erreurs importantes dans la couche 3 mais
sur des grandeurs qui sont quasiment nulles. Le mode`le LS1 est bien imple´mente´ dans Abaqus
via le sous programme UEL. Les conditions limites et les chargements peuvent eˆtre impose´s pour
chaque couche. Un bon comportement nume´rique de l’e´le´ment fini UEL-LS1 est constate´.
4.3.2 Plaque carre´e soumise a` une charge triangulaire
Pour comple´ter les benchmarks propose´s par Carrera [19], [20] avec diffe´rents cas de charges
pre´sente´es dans le chapitre 3, nous continuons a` e´tudier la plaque carre´e soumise a` une charge
triangulaire en utilisant UEL-LS1. Les re´sultats de LS1 sont compare´s avec les diffe´rents mode`les
qui utilisent la formulation unifie´e de Carrera [19].
Position du proble`me
Les dimensions d’une plaque carre´e (simplement appuye´e) sont a = b, h l’e´paisseur totale. Le
maillage utilise´ est 12X12. La plaque est soumise a` une pression triangulaire sur la face supe´rieure
Pz = pz
x
a
Les donne´es du proble`me
EL/ET = 25,
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De´placement Plaque 5 couches Plaque 4 couches
UEL-LS1 MPFEAP Erreur (%) UEL-LS1 MPFEAP Erreur (%)
Ux 4.84E-05 4.85E-05 -0.2 4.53E-05 4.54E-05 -0.14
Uy 4.84E-05 4.85E-05 -0.2 4.53E-05 4.54E-05 -0.14
couche 1 Uz 4.75E-04 4.70E-04 1.14 4.74E-04 4.70E-04 0.9
φ1 6.30E-04 6.22E-04 1.36 6.18E-04 6.18E-04 0.1
φ2 6.30E-04 6.22E-04 1.36 6.18E-04 6.18E-04 0.1
Ux 2.40E-05 2.39E-05 0.45 1.49E-05 1.49E-05 0.6
Uy 2.40E-05 2.39E-05 0.45 1.49E-05 1.49E-05 0.6
couche 2 Uz 4.70E-04 4.69E-04 0.16 4.69E-04 4.69E-04 0.03
φ1 6.08E-04 6.06E-04 0.37 6.00E-04 5.98E-04 0.4
φ2 6.08E-04 6.06E-04 0.37 6.00E-04 5.98E-04 0.4
Ux 9.55E-08 4.18E-08 129 1.48E-05 1.49E-05 -0.14
Uy 9.55E-08 4.18E-08 129 1.48E-05 1.49E-05 -0.14
couche 3 Uz 4.68E-04 4.69E-04 -0.13 4.67E-04 4.69E-04 -0.16
φ1 5.93E-04 5.92E-04 0.33 5.99E-04 5.99E-04 0.2
φ2 5.93E-04 5.92E-04 0.33 5.99E-04 5.99E-04 0.2
Ux 2.38E-05 2.39E-05 -0.008 4.55E-05 4.55E-05 0.09
Uy 2.38E-05 2.39E-05 -0.008 4.55E-05 4.55E-05 0.09
couche 4 Uz 4.67E-04 4.69E-04 -0.15 4.68E-04 4.69E-04 -0.16
φ1 6.07E-04 6.07E-04 0.09 6.24E-04 6.22E-04 0.3
φ2 6.07E-04 6.07E-04 0.09 6.24E-04 6.22E-04 0.3
Ux 4.86E-05 4.86E-05 0.09
Uy 4.86E-05 4.86E-05 0.09
couche 5 Uz 4.68E-04 4.69E-04 -1.14
φ1 6.24E-04 6.22E-04 0.4
φ2 6.24E-04 6.22E-04 0.4
Tableau 4.6. Pression uniforme : Le de´placement maximal de la plaque 4 et 5 couches, maillage
utilise´ 6x6
Figure 4.9. Plaque carre´e sous charge triangulaire
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GLT /ET = GLZ/ET = 0.5, GTT /ET = 0.2
νLT = νLZ = νTT = 0.25
Le cas conside´re´ est :
Nl = 3 : [0/90/0]
Les valeurs compare´es de de´flection et de contraintes sont calcule´es selon les formules suivantes :
W =W
(
100E2h
3
qoa4
)
, σ13 =
σ13h
qoa
σ23 =
σ23h
qoa
, σ33 =
σ33h
qoa
Comparaison avec d’autres approches de re´fe´rence
Le tableau 4.7 pre´sente un re´capitulatif de l’e´le´ment imple´mente´ LS1 et diverses the´ories avec les
e´le´ments finis issus de Carrera [20]
Le de´placement W , les contraintes planes σxx sur la face supe´rieure et la contrainte de ci-
saillement σxz aux interfaces sont calcule´s et pre´sente´s dans le tableau tab.4.7 avec les e´lancements
diffe´rents : a/h = 4, 10 et 100. On peut regarder aussi l’e´volution des contraintes planes σxx suivant
l’e´paisseur Z (a/h=4 et 100) au centre de la plaque (a/2, b/2) dans les figures Fig.4.10, Fig.4.11
et l’e´volution des contraintes de cisaillement a` la position (0, b/2) suivant l’e´paisseur Z ((a/h=4 et
100)) est montre´e dans les figures Fig.4.12, Fig.4.13
Remarquons que le de´placement, les contraintes planes et contraintes de cisaillement du mode`le
LS1, EMZC3 et EMZC3d sont toujours tre`s proches du mode`le LM4 (qui fait re´fe´rence dans ce
cas) meˆme avec une plaque e´paisse Fig.4.12 et Fig.4.10 pendant que les trois the´ories ED1, FSDT
et CLT sont en revanche moins efficaces pour re´soudre ce proble`me. LS1 montre un tre`s bon accord
avec les re´sultats de re´fe´rence disponibles dans la litte´rature.
4.3.3 Conclusion
Une imple´mentation des formulations du mode`le LS1 dans le code de calcul commercial Abaqus
via le sous programme UEL (User Element), destine´ a` l’analyse locale des contraintes d’interface est
pre´sente´e. UEL-LS1 est bien valide´ avec MPFEAP et diverses the´ories. Cet e´le´ment est un e´le´ment
de plaque a` 8 noeuds a` continuite´ C˚ avec 5n degre´s de liberte´ par noeud. La version actuelle de
UEL-LS1 nous permet l’analyse statique e´lastique et cette approche en contrainte permet sans
hypothe`ses sur les de´placements 3D de bien approcher les contraintes transverses aux interfaces et
a` l’inte´rieur des couches sans ope´ration de post-processing puisque ces contraintes sont introduites
comme inconnues dans les e´quations du proble`me. Cela` peut autoriser des calculs plus rapides et
de l’optimisation par ite´ration directe.
UEL-LS1 semble bien re´pondre aux besoins du proble`me de plaques multicouches. L’e´le´ment
fini UEL-LS1 donne les meˆmes re´sultats que l’e´le´ment MPFEAP. D’autre part, la comparaison
entre UEL et l’e´le´ment standard d’Abaqus pre´sente des bonnes concordances pour les champs
e´lastiques.
De plus, graˆce a` l’interface d’Abaqus, la pre´paration de donne´es, maillage, conditions aux
limites... et l’interpre´tation des re´sultats peuvent eˆtre re´alise´es facilement. On peut aussi imaginer
de´velopper ce mode`le LS1 en utilisant les larges possibilite´s d’Abaqus.
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a/h 4 10 100 4 10 100
Uz σxx
LM4 1,5222 0,5771 0,3356 0,5592 0,4355 0,4042
UEL-LS1 1,5567 0,5870 0,3363 0,5501 0,4336 0,3935
EMZC3 1,5183 0,5772 0,3356 0,5655 0,4363 0,4042
EMZC3d 1,5245 0,5731 0,332 0,5594 0,4345 0,4024
ED4 1,3996 0,5452 0,3353 0,5506 0,4299 0,4041
ED1 1,1672 0,4733 0,331 0,3324 0,3866 0,4019
FSDT 1,1672 0,4733 0,331 0,3338 0,3869 0,4019
CLT 0,3293 0,3293 0,3293 0,4201 0,4201 0,4201
σxz
LM4 0,1648 0,2281 0,2499
UEL-LS1 0,1690 0,2316 0,2521
EMZC3 0,1652 0,2282 0,2499
EMZC3d 0,1652 0,2273 0,2887
ED4 0,1796 0,2326 0,3353
ED1 0,2106 0,2394 0,2499
FSDT 0,2106 0,2394 0,2489
CLT 0,249 0,249 0,249
Tableau 4.7. Pression triangulaire : Comparaison du de´placement, des contraintes planes et de
la contrainte de cisaillement entre LS1 et diffe´rents mode`les
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Figure 4.10. L’e´volution de la contrainte plane Sxx (a/2,b/2) suivant l’e´paisseur Z (a/h = 4, a),
pour la plaque sous pression triangulaire (0/90/0).
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Figure 4.11. L’e´volution de la contrainte plane Sxx (a/2,b/2) suivant l’e´paisseur Z (a/h = 100,
a), pour la plaque sous pression triangulaire (0/90/0).
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Figure 4.12. L’e´volution de la contrainte de cisaillement Sxz (0,b/2) vs. z. (a/h = 4, b), pour la
plaque sous pression triangulaire (0/90/0).
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Figure 4.13. L’e´volution de la contrainte de cisaillement Sxz (0,b/2) vs. z. (a/h = 100, b), pour
la plaque sous pression triangulaire (0/90/0).
Conclusions et perspectives
L’objectif de ce me´moire e´tait triple, a` savoir positionner une approche de´rivant des travaux
de Pagano peu explore´s, en e´prouver sur des exemples de benchmarks reconnus la pertinence et
la pre´cision et enfin, de´velopper un outil e´le´ments finis ope´ratoire et efficace pour l’analyse locale
des multicouches. L’e´le´ment fini MPFEAP construit a` partir des e´quations du mode`le LS1 montre
un bon comportement mais toutefois, ce programmme existant a quelques limites en terme de
de´veloppements possibles (non line´arite´..). Nous proposons alors ces travaux pour e´largir le champ
de calcul de l’e´le´ment fini pre´ce´dent. Ce nouvel e´le´ment fini est nomme´ UEL-LS1.
Dans la premie`re partie, nous e´tudions cette approche dans la vision unifie´e propose´e par
Carrera[20] et qui fait re´fe´rence sur ces approches de plaques multicouches e´lastiques. Il n’est
pas recense´ de mode`les en contrainte pure. Nous avons donc rajoute´ dans la nomenclature cette
distinction et donc un S pour Stress. Ainsi le mode`le propose´ est un mode`le layer wise, en contrainte,
non mixte, bien qu’utilisant la formulation variationnelle d’Hellinger-Reissner mais sans hypothe`se
sur les champs de de´placements, avec une contrainte membranaire line´aire. La de´nomination LS1
est justifie´e. Un re´capitulatif de la bibliographie du mode`le en statique, dynamique et avec les
interfaces imparfaites a e´te´ pre´sente´.
Deux mode`les re´fe´rents ainsi que des solutions 3D en e´lasticite´ ont e´te´ employe´s pour e´tablir la
pre´cision du pre´sent mode`le LS1. La qualite´ du calcul des contraintes transverses a e´te´ montre´e par
une e´valuation approfondie de la re´ponse de deux proble`mes classiques de la flexion de structures
composites. Les simulations sont meilleures qu’avec les autres mode`les teste´s moins raffine´s que le
LM4 (des champs de de´placement et contrainte d’ordre 4 en Z. Le LS1 quand a` lui approxime les
contraintes membranaires par un ordre un en Z). En outre, le calcul de la re´partition des contraintes
transversales ne ne´cessite pas une e´tape de post-traitement car il peut eˆtre directement e´value´ par
les e´quations du mode`le. Le seul inconve´nient de la proposition de mode`le LS1 est un nombre de
degre´s de liberte´ qui de´pend du nombre de couches, mais cela semble ine´vitable si une re´ponse
de´taille´e locale doit eˆtre obtenue.
Dans la deuxie`me partie, la formulation du mode`le LS1 est imple´mente´e dans le code de cal-
cul commercial Abaqus via la routine User-Element (UEL). Ce nouvel e´le´ment fini est nomme´
UEL-LS1. Il s’agit d’une plaque parame`trique 2D a` 8 noeuds de continuite´ C˚ avec 5n degre´s de
liberte´ par noeud. La version actuelle de UEL-LS1 nous permet l’analyse statique e´lastique et les
contraintes d’interface sont obtenues directement en utilisant les e´quations de comportement du
mode`le. L’e´le´ment fini UEL-LS1 donne les meˆmes re´sultats que l’e´le´ment MPFEAP. D’autre part,
la comparaison entre UEL et l’e´le´ment standard de Abaqus S8R (pour le cas de charge re´partie)
pre´sente de bonnes concordances sur les champs e´lastiques. Cependant, duˆ aux diffe´rences dans la
formulation des mate´riaux, ces re´sultats ne sont pas exactements identiques. Enfin, graˆce a` l’inter-
face d’Abaqus, la pre´paration des donne´es : maillage, conditions aux limites... et l’interpre´tation
des re´sultats peuvent eˆtre re´alise´es facilement. Cet e´le´ment 2D UEL-LS1 imple´mente´ pourrait
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eˆtre utilise´ dans l’avenir pour e´tudier plus simplement qu’en 3D les effets d’interface, collages,
de´laminages.
Cette premie`re version UEL-LS1 qui a e´te´ imple´mente´e dans Abaqus est donc valide´e. Il est
maintenant possible de l’enrichir pour inte´grer les aspects dynamiques, d’interfaces imparfaites
e´tudie´s dans [35] et qui pourraient aussi eˆtre simplement imple´mente´s dans le code d’e´le´ment fini
UEL-LS1.
Utiliser un assemblage d’e´le´ments virtuels pour ge´ne´rer des degre´s de liberte´ additionnels de
l’e´le´ment UEL-LS1, permettrait semble-t-il d’e´viter la limite en nombre de degre´s de liberte´ fixe´e
aujourd’hui a` 30ddl (5 couches).
Une mode´lisation coque est bien entendu e´galement une priorite´ pour rendre le code plus
ope´rationnel et approcher les effets dus aux coubures.
Enfin, une imple´mentation des non line´arite´s d’interface et dans les couches devrait e´galement
eˆtre facilite´e par l’utilisation d’un code commercial ge´ne´raliste comme Abaqus.
4.3 Conclusion 123
Plan du Chapitre 4
4.1 Aperc¸u des User subroutines dans abaqus . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.1.1 Pre´sentation ge´ne´rale d’Abaqus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.1.2 Les user subroutines dans Abaqus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.2 Imple´mentation du mode`le LS1 dans Abaqus (UEL-LS1) . . . . . . . 96
4.2.1 Introduction de UEL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
4.2.2 De´finition du user element UEL-LS1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.2.3 Matrice de rigidite´ tangente e´le´mentaire AMATRX . . . . . . . . . . . . 101
4.2.4 Les degre´s de liberte´ propose´s pour le user element . . . . . . . . . . . . . 109
4.2.5 Visualisation de UEL-LS1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
4.3 Validation de l’e´le´ment fini UEL-LS1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
4.3.1 Mate´riaux isotropes : La plaque soumise a` une charge concentre´e au centre
et a` une pression uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
4.3.2 Plaque carre´e soumise a` une charge triangulaire . . . . . . . . . . . . . . . 113
4.3.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
Plan du Chapitre 4
4.1 Aperc¸u des User subroutines dans abaqus . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.1.1 Pre´sentation ge´ne´rale d’Abaqus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.1.2 Les user subroutines dans Abaqus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.2 Imple´mentation du mode`le LS1 dans Abaqus (UEL-LS1) . . . . . . . 96
4.2.1 Introduction de UEL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
4.2.2 De´finition du user element UEL-LS1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.2.3 Matrice de rigidite´ tangente e´le´mentaire AMATRX . . . . . . . . . . . . 101
4.2.4 Les degre´s de liberte´ propose´s pour le user element . . . . . . . . . . . . . 109
4.2.5 Visualisation de UEL-LS1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
4.3 Validation de l’e´le´ment fini UEL-LS1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
4.3.1 Mate´riaux isotropes : La plaque soumise a` une charge concentre´e au centre
et a` une pression uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
4.3.2 Plaque carre´e soumise a` une charge triangulaire . . . . . . . . . . . . . . . 113
4.3.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
124 4. Conclusion
Annexe A
Description des tables principales et
variables du MPFEAP
126 Description des tables principales et variables du MPFEAP
Tableau A.1. Tables globales pour la description du proble`me physique
Nom Pointeur Dimension Bloc cre´ant
de la table la table
VCORG LCORG NNT×NDIM COOR
KDLNC LDLNC NNT + 1 COOR
KNEQ LNEQ NDLT ELEM
VDIMP LDIMP NCLT COND
VTEMG LTEMG NNT × NCOUCH VART
VPREG LPREG NGPE × NPRE PREL
KLD LLD NEQ + 1 ELEM
VPRCG LPRCG NPRCG = NGRC × NPRC × (NCOUCH-1) PRCO
Description
VCORG Coordonne´es globales de tous les noeuds < x1 y1 x2 y2 . . . >
KDLNC Nombre de degre´s de liberte´ par noeud, cumulative :
KDLNC(I+1) contient le nombre total de d.d.l des noeuds 1, 2, 3, . . . , I − 1, I
KDLNC(NNT+1)=NDLT ; KDLNC(1)=0
KNEQ Nume´ro d’e´quation de chaque degre´ de liberte´ J=KNEQ(I) :
a) J>0 : le d.d.l I est inconnu et correspond a` l’e´quation J
b) J<0 : de d.d.l I est connu et sa valeur est VDIMP(-J)
VDIMP Valeur de tous les d.d.l impose´s par des conditions aux limites
VPREG Liste de l’ensemble des proprie´te´s e´le´mentaires :
< P1 P2 . . . PNPRE︸ ︷︷ ︸ P1 P2 . . . PNPRE︸ ︷︷ ︸ . . . P1 P2 . . . PNPRE︸ ︷︷ ︸ >
groupe 1 groupe 2 groupe NGPE
KLD Localisation du de´but de chaque colonne de la matrice KG
VPRCG Liste de l’ensemble des proprie´te´s des groupes de colle
< P1 P2 . . . PNPRC×(NCOUCH−1)︸ ︷︷ ︸ . . . P1 P2 . . . PNPRC×(NCOUCH−1)︸ ︷︷ ︸ >
groupe 1 groupe NGRC
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Tableau A.2. Matrice et vecteurs globaux
Nom Pointeur Dimension Bloc cre´ant
de la table la table
VKGS LKGS NKG = KLD(NEQ+1) - 1 Blocs d’exe´cution
VKGD LKGD NEQ idem
VKGI LKGI NKG idem
VFG LFG NEQ idem
VDLG LDLG NEQ idem
VDLG0 LDLG0 NEQ TEMP
VFG0 LFG0 NEQ TEMP
VRES LRES NDLT LINM, LIND, VALP, TEMP, NLIN
VDFCG LDFCG NDFCG = NELT×NPG NLIN
×(NCOUCH− 1)× 3
Description
VKGS Termes de KG , triangle supe´rieur, hors diagonale, par colonnes descendantes
stocke´s par ligne de ciel, si la matrice est non syme´trique
(KG est soit la matrice de rigidite´ globale, soit la matrice de masse globale)
VKGI Termes de KG , triangle infe´rieur, hors diagonale, par lignes de gauche a` droite
VKGD Termes de KG diagonaux
VFG Vecteur sollicitation global
VDLG Vecteur global des variables nodales (solution)
VDLG0 Vecteur global des variables nodales (solution) du pas de calcul pre´ce´dent
VFG Vecteur sollicitation global du pas de calcul pre´ce´dent
VRES Vecteur des re´sidus et re´actions
VDFCG Vecteur global de de´formations de la colle
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Tableau A.3. Tables pour la description des e´le´ments
Nom Pointeur Dimension
de la table
KNE LNE NNEL
KLOCE LLOCE NDLE
VCORE LCORE NNEL×NDIM
VTEME LTEME NNEL×NCOUCH
VPREE LPREE NPRE
Description
KNE Nume´ro des noeuds d’un e´le´ment (connectivite´ e´le´mentaire)
KLOCE Localisation e´le´mentaire, obtenue par extraction de KNEQ
des informations correspondant aux noeuds d’un e´le´ment donne´
VCORE Coordonne´es e´le´mentaires extraites de VCORG
VPREE Liste des proprie´te´s e´le´mentaires d’un e´le´ment donne´, extraite de VPREG
VPRCE Liste des proprie´te´s de la colle e´le´mentaire, extraite de VPRCG
Tableau A.4. Matrices et vecteurs e´le´mentaires
Nom Pointeur Dimension
de la table
VKE LKE NKE = NDLE× (NDLE + 1)/2 si NSYM = 0
NKE = NDLE×NDLE si NSYM = 1
VME LME NME = NKE
VFE LFE NDLE
VDLE LDLE NDLE
VDLE0 LDLE0 NDLE
VDFCE LDFCE NDFCE = NPG× (NCOUCH− 1)× 3
Description
VKE Matrice k e´le´mentaire, par colonnes descendantes,
triangle supe´rieur seulement pour une matrice syme´trique
VME Matrice m de masse e´le´mentaire, par colonnes descendantes,
triangle supe´rieur seulement pour une matrice syme´trique
VFE Vecteur sollicitations e´le´mentaire
VDLE Vecteur des d.d.l d’un e´le´ment (vecteur solution e´le´mentaire)
VDLE0 Vecteur des d.d.l d’un e´le´ment (vecteur solution e´le´mentaire) du pas de calcul pre´ce´dent
VDFCE Vecteur de de´formations de la colle e´le´mentaire
129
Tableau A.5. Inte´gration nume´rique, stockage des fonctions d’interpolation et de la matrice Ja-
cobienne
Nom Dimension Description
de la table
VKPG IPG×NDIM Coordonne´es des points d’inte´gration nume´rique sur
l’e´le´ment de re´fe´rence : structure´e comme VCORG
VCPG IPG Poids des points d’inte´gration nume´rique
(coefficient des points de Gauss)
VNI IPG×NNEL× (NDIM+ 1) Liste des valeurs en tous les points d’inte´gration,
des fonctions d’interpolation N et de leurs de´rive´es :
< N1 N2 . . .
∂N1
∂ξ
∂N2
∂ξ
. . .︸ ︷︷ ︸ . . .︸︷︷︸ . . . >
point 1 point 2
VJ, VJ1 NDIM×NDIM Matrice Jacobienne et son inverse
VNIX NNEL×NDIM Liste des valeurs, en un point d’inte´gration donne´e,
des de´rive´es en x, y des fonctions d’interpolation N
<
∂N1
∂x
∂N2
∂x
. . .
∂N1
∂y
∂N2
∂y
. . . >
Tableau A.6. Tables locales pour le bloc LIND
Nom Dimension Description
de la table
KEB NBLM+ 1 Nume´ro de colonne du de´but de chaque bloc de KG :
KEB(NBLM+ 1) = NEQ+ 1
KPB NBLM Nume´ro du premier bloc connecte´ a` chaque bloc de KG
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Tableau A.7. Description des variables dans COMMON
Nom de variable Description
COMMON/COOR/
NDIM Nombre de dimension du proble`me
NNT Nombre de noeuds total
NDLN Nombre de d.d.l maximum par noeud
FAC(3) Facteurs d’e´chelle dans les directions x, y, z
NCOUCH Nombre de couches du composite
NNVAT Nombre de points de tempe´ratures impose´es
NCOLL = 1 si l’interface imparfaite est prise en compte
= 0 si l’interface est parfaite
COMMON/COND/
NCLT Nombre de conditions aux limites total
NCLZ Nombre de conditions aux limites impose´es a` ze´ro
NCLNZ Nombre de conditions aux limites impose´es non ze´ro
COMMON/PREL/
NGPE Nombre de groupes de proprie´te´s nodales attache´es a` chaque noeud
NPRE Nombre de proprie´te´s par groupe (par e´le´ment)
NGRC Nombre de groupes de colles
NPRC Nombre de proprie´te´s maximales de la colle de chaque interface
COMMON/ELEM
NELT Nombre d’e´le´ments total
NNEL Nombre de noeuds maximum par e´le´ment
NTPE Type d’e´le´ment par de´faut
NGRE Nombre de groupes d’e´le´ments
ME Nume´ro logique par de´faut du fichier des e´le´ments (ME = 1)
NIDENT = 1 si toutes les matrices k sont identiques
NPG Nombre total de points d’inte´gration de la structure globale
MC Nume´ro logique par de´faut du fichier de la colle
COMMON/ASSE/
NSYM = 0 si la matrice K est syme´trique
= 1 si la matrice K n’est pas syme´trique
NKG Nombre de termes du triangle supe´rieur (ou infe´rieur) de K (hors diagonale)
NKE Nombre de termes maximal de la table V KE
NDLE Nombre maximum de d.d.l d’un e´le´ment
NDFCE Nombre de de´formations de la colle e´le´mentaire
NDFCG Nombre de de´formations de la colle global
COMMON/RESO/
NEQ Nombre d’e´quation du proble`me
NRES = 1 si l’on calcule le re´sidu de re´solution
MRES Nume´ro logique par de´faut du fichier des re´sidus (MRES = 2)
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Tableau A.8. Description des variables dans COMMON
Nom de variable Description
COMMON/RGDT
IEL Nume´ro d’un e´le´ment
ITPE Type d’un e´le´ment
ITPE1 Type de l’e´le´ment pre´ce´dent de l’e´le´ment IEL
IGRE Nume´ro de groupe d’un e´le´ment
IDLE Nombre de d.d.l d’un e´le´ment
ICE Nombre de coordonne´es des noeuds d’un e´le´ment (INEL×NDIM)
IPREE Nombre de proprie´te´s e´le´mentaires d’un e´le´ment
INEL Nombre de noeuds d’un e´le´ment
IPG Nombre de points d’inte´gration d’un e´le´ment
ICODE Indice de´finissant le type de fonction e´le´mentaire a` e´xe´cuter par
le sous-programme ELEMxx
IDLE0 Variable de ve´rification de IDLE utilise´e par le bloc ELEM
INEL0 Variable de ve´rification de INEL utilise´e par le bloc ELEM
IPG0 Variable de ve´rification de IPG utilise´e par le bloc ELEM
COMMON/LIND/
NLBL Longueur des segments de K
NBLM Nombre de blocs maximum de K
MKG1 Nume´ro logique par de´faut du fichier de la matrice K (MKG1 = 4)
MKG2 Nume´ro logique par de´faut du fichier de la matrice K triangularise´e
(MKG2 = 7)
COMMON/NLIN/
EPSDL Erreur admissible sur la norme du re´sidu
XNORM Norme du re´sidu
OMEGA Facteur de la me´thode d’Euler
XPAS Niveau de sollicitation atteint
DPAS Accroissement de sollicitation
DPAS0 Accroissement de sollicitation pre´ce´dent
NPAS Nombre maximum de PAS de sollicitation
IPAS Nume´ro du PAS de sollicitation actuel
NITER Nombre maximum d’ITERations par pas
ITER Nume´ro de l’ITERation
IMETH Type de METHode utilise´e
DELTA
COMMON/VALP
NITER1 Nombre maximum d’inte´rations sur le sous-espace
NMDIAG Indice de matrice de masse, M , diagonale
EPSLB Erreur admissible sur les valeurs propres
NSS Dimension du sous-espace
NSWM Nombre maximum de cycles dans JACOBI
TOLJAC Tole´rance dans JACOBI
NVALP Nombre de valeurs propres requises
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Tableau A.9. Description des variables dans COMMON
Nom de variable Description
COMMON/ES/
M Indice d’impression : 0 en production
1 impression re´duite
2 mise au point
3 impression maximum
MR Nume´ro de l’unite´ logique de lecture des donne´es (MR = 3)
MP Nume´ro de l’unite´ logique d’impression des re´sultats (MP = 6)
MLUN(10) Nume´ros logiques des divers fichiers utilise´s par un bloc
COMMON/ALLOC/
NVA Nombre de mots re´els dans le vecteur VA
IVA Position du dernier mot re´els utilise´ dans VA
IVAMAX Nombre de mots re´els maximum utilise´s dans VA au cours du proble`me
NREEL Nombre de variables entie`res que l’on peut placer dans une variable
re´elle (simple pre´cision NREEL = 1, double pre´cision NREEL = 2)
NTBL Nombre de tables dont les pointeurs sont conserve´s dans
COMMON/LOC/ (ici NTBL = 25)
COMMON/TEMP/
DIPAC Masse de l’ImPACteur
EIPAC Module d’Young, E, de l’ImPACteur
UIPAC Coefficient de Poisson, ν, de l’ImPACteur
VIPAC Vitesse de l’ImPACteur
RIPAC Rayon de l’ImPACteur
EMOY Module MOYen du composite
ALPHA0 Coefficient utilise´ dans la loi de l’impact
ALPHAcr Coefficient CRitique utilise´ dans la loi de l’impact
PUISS Puissance utilise´e dans la loi de l’impact
SP Coefficient utilise´ dans la loi de l’impact
ALPHAP Coefficient utilise´ dans la loi de l’impact
ITYPE Type de la loi de l’impact
Annexe B
Description des blocs fonctionnels du
programme MPFEAP
Dans cette annexe, nous donnons une description de´taille´e des blocs fonctionnels du programme
MPFEAP. Les modifications et les nouvelles imple´mentations par rapport a` la version MPFEAP
faite par Nguyen V.T. [?] seront e´crit en italique.
B.1 Blocs fonctionnels de lecture des donne´es
Les blocs fonctionnels de MPFEAP pour la lecture des donne´es sont :
– IMAG : impression de toutes les donne´es
– COMT : lecture et impression de commentaires
– COOR : lecture des coordonne´es des noeuds
– COND : lecture des conditions aux limites
– PREL : lecture des proprie´te´s e´le´mentaires
– PRCO : lecture des proprie´te´s de l’interface
– ELEM : lecture des connectivite´s
– SOLC : lecture des sollicitations concentre´es
– SOLL : lecture des sollicitations en lignes
B.1.1 Bloc ”PRCO”
Fonction Ce bloc lit et imprime les cartes de proprie´te´s de l’interface et cre´e la table VPRCG qui
contient tous les groupes de de l’interface.
ESPACE
Programme
principal
// BLPRCO //
OO
EXPRCO
Sous-programme Les sous-programmes appele´s sont :
– BLPRCO : lit le nombre maximum de proprie´te´s de chaque l’interface NPRC et le nombre
de groupe de la colle NGRC. Il cre´e la table VPRCG.
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– ESPACE : alloue l’espace pour le table VPREG
– EXPRCO : lit, pour chaque groupe, le nume´ro du groupe et les NPRC proprie´te´s de chaque
couche, puis transfe`re ces valeurs dans VPREG. Pour chaque groupe, les proprie´te´s sont
lu couche par couche.
B.1.2 Bloc ”ELEM”
Fonction Ce bloc lit les cartes de connectivite´ des e´le´ments et cre´e le fichier des e´le´ments.
ESPACE ERREUR LOCELD
Programme
principal
// BLELEM //
OO
EXELEM //
OO
 &&LL
LL
LL
LL
LL
LL
L
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
88rrrrrrrrrrrrr
XTRELM
WRELEM PRELEM
ELEMLB // ELEM03
Sous-programme Les sous-programmes appele´s sont :
– BLELEM : lit une carte contenant les variables NELT, NNEL, NTPE, NGRE, NGRC,
NSYM, NIDENT et cre´e les tables KLD, KLOCE, VCORE, KNE, VPREE, VPRCE
– ESPACE
– EXELEM : lit une carte de connectivite´ KNE. Puis EXLEM exe´cute les ope´ration suivantes
pour chaque e´le´ment :
– ve´rification de la validite´ des donne´es
– transfert des nume´ros d’e´quations des d.d.l de l’e´le´ment, de KNEQ dans KLOCE
– transfert des coordonne´es des noeuds de l’e´le´ment de VCORG dans VCORE
– mise a` jour de la table des hauteurs de colonne KLS
– transfert des proprie´te´s e´le´mentaires de l’e´le´ment de VPREG dans VPREE
– transfert des proprie´te´s e´le´mentaires de l’interface de VPRCE dans VPRCG
– appel de WRELEM : e´crit sur le fichier des e´le´ments un enregistrement contenant toutes
les tables e´le´mentaires construites par EXELEM
– appel de WRELEC : e´crit sur le fichier des interfaces un enregistrement contenant toutes
les tables e´le´mentaires des interface construites par EXELEM
Enfin, EXELEM transforme KLD en table de localisation des de´buts de colonnes de la
matrice globale.
– LOCELD : construit la table KLOCE puis met a` jour la table KLD, pour un e´le´ment.
– PRELEM : imprime toutes les informations correspondant a` un e´le´ment.
– WRELEM : e´crit sur le fichier des e´le´ments un enregistrement contenant toutes les tables
e´le´mentaires construites par EXELEM.
– RDELEM : programme de lecture correspondant a` WRELEM qui sera utilise´ par les blocs
d’exe´cution.
– ERREUR : annonce les erreurs au cours de l’exe´cution.
– ELEMLB : appelle le type d’e´le´ment approprie´ (ici e´le´ment M4 est ELEM03)
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B.1.3 Bloc ”SOLL”
Fonction Ce bloc lit et accumule dans la table VFG les sollicitation sur lignes.
ESPACE
Programme
principal
// BLSOLL //
OO
EXSOLL
Sous-programme Les sous-programmes appele´s sont :
– BLSOLL : cre´e la table VFG si ne´cessaire
– ESPACE
– EXSOLL : lit pour chaque groupe de sollicitations, le nume´ro du groupe, les valeurs des
sollicitations et la liste des nume´ros des noeuds formant la ligne de charge. Puis EXSOLL
ajoute a` VFG les sollicitations correspondant a` chaque d.d.l de chaque noeud. Les sollici-
tations sont lues couche par couche.
B.2 Blocs fonctionnels d’exe´cution
Les blocs fonctionnels d’exe´cution existant dans la pre´sente version de MPFEAP sont :
– LINM : re´solution d’un proble`me line´aire avec matrice globale en me´moire centrale.
– LIND : re´solution d’un proble`me line´aire avec matrice globale sur disque.
– VALP : recherche des p premie`res valeurs et vecteurs propres.
– TEMP : re´solution d’un proble`me d’impact obe´issant aux deux loi de contact : loi de Hertz
et loi de Yang et Sun.
– NLIN : re´solution d’un proble`me de l’interface imparfaite.
B.2.1 Bloc ”VALP”
Fonction Ce bloc assemble la matrice de masse et cherche les p premie`res valeurs et vecteurs
propres. Puis il imprime les re´sultats.
ESPACE JACOBI ASMG
Programme
principal
// BLVALP //
OO
EXVALP
OO

//
99tttttttttttttt
Sous-
programmes
communs a`
tous les blocs
d’exe´cution
MULKU
Sous-programme Les sous-programmes appele´s sont :
– BLVALP : il cre´e toutes les tables ne´cessaires.
– EXVALP : lit une carte contenant les variables NVALP, NITER, EPSDL, SHIFT, NSS,
NMDIAG, NSWM, TOLJAC.
– ASMG : assemble la matrice de masse globale
– MULKU : effectue le produit [K]{U}
– JACOBI : exe´cute l’algorithme ge´ne´ral de JACOBI.
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B.2.2 Bloc ”TEMP”
Fonction Ce bloc assemble la matrice de masse et cherche des p premie`res valeurs et vecteurs
propres. Puis il imprime les re´sultats.
ESPACE MAJ NORME ASEULER
Programme
principal
// BLTEMP //
OO
EXTEMP
OO

//
::uuuuuuuuuuuuu
EULER //
::tttttttttttttt
Sous-
programmes
communs a`
tous les blocs
d’exe´cution
INIT
Sous-programme Les sous-programmes appele´s sont :
– BLTEMP : cre´e toutes les tables ne´cessaires.
– EXTEMP : lit une carte contenant les variables DPAS, NPAS, EMOY, DIPAC, EIPAC,
UIPAC, VIPAC, RIPAC, OMEGA, DELTA. Puis il exe´cute l’algorithme d’Euler a` chaque
pas de temps. En finissant les calculs de chaque pas de temps, il imprime les re´sultats.
– EULER : assemble le re´sidu et e´ventuellement la matrice globale de l’algorithme d’Euler.
– INIT : initialise une vecteur.
– MAJ : exe´cute l’ope´ration vectorielle
{V2} = x1{V1}+ x2{V2}
– NORME : calcul la norme : (
< △U > {△U}
< U > {U}
)1/2
B.2.3 Bloc ”NLIN”
Fonction Ce bloc re´sout le proble`me de l’interface imparfaite par l’une des me´thodes de type
Newton-Raphson.
ESPACE MAJ NORME ASNEWT
Programme
principal
// BLNLIN //
OO
EXNLIN
OO

//
::uuuuuuuuuuuuuu
NEWTON //
99sssssssssssssss
Sous-
programmes
communs a`
tous les blocs
d’exe´cution
INIT
Sous-programme Les sous-programmes appele´s sont :
– BLNLIN : cre´e toutes les tables ne´cessaires.
– ESPACE :
– EXNLIN : met en oeuvre l’algorithme de Newton-Raphson. Il lit les variables DPAS, NPAS,
NITER, EPSDL, IMETH, OMEGA. Puis il exe´cute la me´thode de Newton-Raphson en
bouclant sur les pas de sollicitations et les ite´rations d’e´quilibre.
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– NEWTON : exe´cute les ope´rations de la me´thode de Newton-Raphson correspondant a`
une ite´ration.
– ASNEWT : assemble le re´sidu et la matrice globale. Il calcul la matrice tangentielle et
corrige les de´formations plastiques et les contraintes.
– INIT : initialise une vecteur.
– MAJ : combinaison line´aire de deux vecteurs (voit ci dessus).
– NORME : calcul la norme d’une matrice.
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Annexe C
Exemple de fichier de donne´es pour
MPFEAP
IMAG
COMT
Bicouche
1 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110 115 120 125 130 135 140
145 150
155
I—I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—-I—
-I—-I—-I—-I—-I—-I
COOR
225 2 2
1 0.00000 0.00000
2 0.12500 0.00000
3 0.00000 0.12500
4 0.00000 0.25000
5 0.25000 0.00000
....
218 1.75000 1.87500
219 1.62500 2.00000
220 2.00000 1.62500
221 1.75000 2.00000
222 2.00000 1.75000
223 2.00000 1.87500
224 1.87500 2.00000
225 2.00000 2.00000
-1
COND
11111 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
11111 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1 3 4 9 13 21 27 37 44 58
11111 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
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11111 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
67 83 95 114 128 150 163 0 0 0
0
PREL
1 36
1 7.00e+04 7.00e+04 7.00e+04 3.00e-01 3.00e-01 3.00e-01 2.69e+04 2.69e+04 2.69e+04 0.00e+00
0.00e+00 0.00e+00 0.5 0.00e+00
0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00
70000.00 70000.00 70000.00 0.30 0.30 0.30 26923.00 26923.00 26923.00 0.00 0.00 0.00 0.5 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00
-1
ELEM
64 8 3 1 0
1 1 1 5 6 8 7 4 3 1 2
2 1 1 14 15 17 12 8 6 5 10
3 1 1 26 29 31 23 17 15 14 20 ...
58 1 1 141 157 180 174 169 151 133 137
59 1 1 154 171 188 183 180 157 141 143
60 1 1 167 186 198 193 188 171 154 162
61 1 1 190 200 207 202 198 186 167 181
62 1 1 205 211 215 213 207 200 190 196
63 1 1 214 218 221 219 215 211 205 209
64 1 1 222 223 225 224 221 218 214 217
-1
SOLC
-1
SOLL
1 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00
0.00e+00 0.00e+00 1.00e+00 0.00e+00 0.00e+00
164 165 168 176 179 184 189 192 199 203
1 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00
0.00e+00 0.00e+00 1.00e+00 0.00e+00 0.00e+00
206 212 216 220 222 223 225 0 0 0
-1
LINM 1
1
STOP
Annexe D
Exemple de fichier de donne´es UEL
*Heading
** Job name : Job1 Model name : Model1
*preprint, echo=no, model=no, history=no, contact=no
** Contact=no–)non imprimer
** Echo=no—–)non imprimer
** History=no—)non imprimer
** Model=no—–)non imprimer
** ————————————————-
** PART
**
*PART, NAME = PlaqueS8R
*NODE
1, -1., -1.,
2, 0., -1.,
3, 1., -1.,
4, -1., 0.,
5, 0., 0.,
6, 1., 0.,
7, -1., 1.,
8, 0., 1.,
9, 1., 1.,
10, -0.5, -1.,
11, 0., -0.5,
12, -0.5, 0.,
13, -1., -0.5,
14, 0.5, -1.,
15, 1., -0.5,
16, 0.5, 0.,
17, 0., 0.5,
18, -0.5, 1.,
19, -1., 0.5,
20, 1., 0.5,
21, 0.5, 1.,
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*NSET, NSET=abcd, INTERNAL, GENERATE
1, 21, 1
*ELSET, ELSET=one, INTERNAL, GENERATE
1, 4, 1
*USER ELEMENT,TYPE=U40,NODES=8,COORDINATES=2,VARIABLES=320,I PROPER-
TIES=2,PROPERTIES=66, UNSYM
1,2,3,4,5,6,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24
**variable=40Ncouch
**3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,40
*ELEMENT,type=U40,elset=one
1, 1, 10, 2, 11, 5, 12, 4, 13
2, 2, 14, 3, 15, 6, 16, 5, 11
3, 4, 12, 5, 17, 8, 18, 7, 19
4, 5, 16, 6, 20, 9, 21, 8, 17
*Uel property, elset=one
137900.0, 14480, 14480, 0.21, 0.21, 0.21, 5860, 5860,
5860, 1e-5, 1e-5, 1e-5, 0.14, 0., 0.00, 0.00,
0.00, 0.00, 137900.0, 14480, 14480, 0.21, 0.21, 0.21,
5860, 5860,5860, 1e-5, 1e-5, 1e-5, 0.14, 90.,
0.00,137900.0, 14480, 14480, 0.21, 0.21, 0.21, 5860,
5860,5860, 1e-5, 1e-5, 1e-5, 0.14, 0., 0.00,
137900.0, 14480, 14480, 0.21, 0.21, 0.21, 5860, 5860,
5860, 1e-5, 1e-5, 1e-5, 0.14, 0., 0.00, 0.00,
0.00, 0.00,4, 3
**
*END PART
**———————————————————–
**ASSEMBLY
**
*ASSEMBLY, NAME=Ass
*INSTANCE, NAME = Assplaque, PART = PlaqueS8R
*END INSTANCE
**————————–
**
*NSET, NSET=AB, INTERNAL, INSTANCE = Assplaque
1, 2, 3, 10, 14
*ELSET, ELSET=AB, INTERNAL, INSTANCE = Assplaque
1, 2
*NSET, NSET=DA, INTERNAL, INSTANCE = Assplaque
1, 4, 7, 13, 19
*ELSET, ELSET=DA, INTERNAL, INSTANCE = Assplaque
1, 3
*NSET, NSET=CD, INTERNAL, INSTANCE = Assplaque
7, 8, 9, 18, 21
*ELSET, ELSET=CD, INTERNAL, INSTANCE = Assplaque
3, 4
*NSET, NSET=BC, INTERNAL, INSTANCE = Assplaque
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3, 6, 9, 15, 20
*ELSET, ELSET=BC, INTERNAL, INSTANCE = Assplaque
2, 4
**——————–
*NSET, NSET=node3, INTERNAL, INSTANCE = Assplaque
3
*ELSET, ELSET=node3, INTERNAL, INSTANCE = Assplaque
2
*NSET, NSET=node6, INTERNAL, INSTANCE = Assplaque
6
*ELSET, ELSET=node6, INTERNAL, INSTANCE = Assplaque
2,4
**—————————–
*ELSET, ELSET=one, INTERNAL, INSTANCE = Assplaque, generate
1, 4, 1
**—————————
**SURFACE, TYPE=NODE, NAME=Plaque, INTERNAL
**abcd,4
*END ASSEMBLY
**————————————————————
** MATERIAL
**
**———————————————————-
** BOUNDARY CONDITIONS
**
*BOUNDARY
DA,1,1
DA,2,2
DA,3,3
DA,4,4
DA,5,5
DA,6,6
DA,11,11
DA,12,12
DA,13,13
DA,14,14
DA,15,15
DA,16,16
DA,17,17
DA,18,18
DA,19,19
DA,20,20
DA,21,21
DA,22,22
DA,23,23
DA,24,24
**BOUNDARY
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**AB, ENCASTRE
**————————————————————-
** STEP : STEPS8R
**
*Step, name = STEPS8R,unsym=yes,perturbation
*STATIC
**NODE PRINT
**coord,u
**————————————————————
** LOAD
*Cload
node6,3,50
node6,11,50
** OUTPUT REQUETS
**
*RESTART, WRITE, FREQUENCY=0
**
** FIELD OUTPUT : F-OUTPUT-2
**
*OUTPUT, FIELD
*NODE OUTPUT
U, NT
**
** Output to print to .dat
*Node print
U
*Node print
NT
*OUTPUT, FIELD, VARIABLE=Preselect
**
** HISTORY OUTPUT
**
*OUTPUT, HISTORY, VARIABLE=Preselect
*END STEP
**——————FINI————————————
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– double RHS[ ], An array in which the components of the residual are stored.
– double AMATRX[ ], An array containing the stiffness matrix or other matrix of the overall
system of equations.
– double SVARS[ ], An array containing the values of the solution- dependent state variables.
This can be used to store, for example, the stresses and the damage. (The only output from
Abaqus self, will be the displacement U and the reaction forces RF).
– double ENERGY[ ], For non-linear steps array ENERGY contains the values of the energy
quantities.
– ENERGY[1] Kinetic energy.
– ENERGY[2] Elastic strain energy.
– ENERGY[3] Creep dissipation.
– ENERGY[4] Plastic dissipation.
– ENERGY[5] Viscous dissipation.
– ENERGY[6] ”Artificial strain energy” associated with such effects as artificial stiffness
introduced to control hourglassing or other singular modes in the element.
– ENERGY[7] Electrostatic energy.
– ENERGY[8] Incremental work done by loads applied within the user element.
– int *NDOFEL, Number of degrees of freedom.
– int *NRHS, Number of load vectors. NRHS is 1 in most non- linear problems.
– int *NSVARS, User-defined number of solution-dependent state variables.
– double PROPS[ ], User defined (material) properties. These can be set in the input file as
*UEL PROPERTY.
– int *NPROPS, User-defined number of real property values.
– double COORDS[ ], Array containing the coordinates of the element being calculated. This
can be for example x,y,T,D
– int *MCRD, The maximum number of user-defined coordinates being used by Abaqus.
– int *NNODE, User-defined number of nodes on the current element.
– double U[ ], Total values of the variables.
– double DU[ ], Incremental values of the variables for the current increment for the right-
hand-side.
– double V[ ], Time rate of change of the variables, defined for implicit dynamics only.
– double A[ ], Accelerations of the variables. Defined for implicit dynamics only.
– int *JTYPE, Integer defining the element type. This is the user-defined integer value n in
146 User element template
element type Un. The element type key must be of the form Un in Abaqus-Standard, for
example, you can define element types U1, U2, U3.
– double TIME[ ], time[0] = step time at beginning of increment.
time[1] = total time at beginning of increment.
– double *DTIME, Time increment.
– int *KSTEP, Current step number.
– int *KINC, Current increment number.
– int *JELEM, User-assigned element number.
– double PARAMS[ ], An array containing the parameters associated with the solution proce-
dure.
– int *NDLOAD, Identification number of the distributed load or flux currently active on this
element.
– int JDLTYP[ ], An array containing the integers used to define distributed load types for the
element.
– double ADLMAG[ ], For general nonlinear steps ADLMAG(K1) is the total load magnitude
of the K1th distributed load at the end of the current increment for distributed loads of type
Un.
– double PREDEF[ ], An array containing the values of predefined field variables, such as
temperature in an uncoupled stress/displacement analysis, at the nodes of the element.
– int *NPREDF, Number of predefined field variables, including temperature. For user elements
Abaqus-Standard uses one value for each field variable per node.
– int LFLAGS[ ], An array containing the flags that define the current solution procedure and
requirements for element calculations
– LFLAGS[1] Defines the procedure type
– LFLAGS[2] =0 Small-displacement analysis.
– LFLAGS[2] =1 Large-displacement analysis (non-linear geometric effects included in the
step).
– LFLAGS[3]=1 Normal implicit time incrementation procedure.
– LFLAGS[3]=2 Define the current K matrix.
– LFLAGS[3]=3 Define the current K matrix.
– LFLAGS[3]=4 Define the current K matrix.
– LFLAGS[3]=5 Define the current residual or load vector (RHS=FN) only.
– LFLAGS[3]=6 Define the current mass matrix and the residual vector for the initial acce-
leration calculation (or the calculation of accelerations after impact)
– LFLAGS[3]=100 Define perturbation quantities for output
– LFLAGS[4]=0 The step is a general step
– LFLAGS[4]=1 The step is a linear perturbation step.
– LFLAGS[5]=0 The current approximations to UN, etc. were based on Newton corrections.
– LFLAGS[5]=1 The current approximations were found by extrapolation from the previous
increment.
– int *MLVARX, Dimensioning parameter used when several displacement or right-hand-side
vectors are used.
– double DDLMAG[ ], or general nonlinear steps DDLMAG contains the increments in the
magnitudes of the distributed loads that are currently active on this element for distributed
loads of type Un.
– int *MDLOAD, Total number of distributed loads and/or fluxes defined on this element.
– double *PNEWDT, Ratio of suggested new time increment to the time increment currently
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being used.
– int JPROPS[ ], An integer array containing the NJPROP integer property values defined for
use with this element.
– int *NJPROP, User-defined number of integer property values associated with the element.
– double *PERIOD Time period of the current step.
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Annexe F
Cre´ation et analyse d’un mode`le en
utilisant les modules Abaqus/CAE
Les Modules.
ABAQUS CAE est divise´ en unite´s fonctionnelles appele´es modules. Chaque module contient
les outils qui sont propres a` une partie de la taˆche de mode´lisation.
Le module PART
Le module Part permet de cre´er tous les objets ge´ome´triques ne´cessaires a` notre proble`me, soit
en les dessinant dans ABAQUS CAE, soit en les important d’un logiciel de dessin tiers.
Le module PROPERTY
Le module Property permet, comme son nom l’indique, de de´finir toutes les proprie´te´s d’un
objet ge´ome´trique ou d’une partie de ces objets.
Le module ASSEMBLY.
Ce module permet d’assembler les diffe´rents objets ge´ome´triques cre´e´s dans un meˆme repe`re
de coordonne´es global. Un mode`le ABAQUS contient un seul assemblage.
Le module STEP.
Ce module permet de de´finir toutes les e´tapes et les requeˆtes pour le post traitement, c’est
a` dire le moment (temps) a` partir duquel une force est applique´e et jusqu’a` quand, il est aussi
possible de cre´er des forces ou des conditions limites qui s’activent a` des moments donne´s.
Le module INTERACTION.
Graˆce ce module, il est possible de spe´cifier toutes les interactions entre les diffe´rentes parties
et re´gions du mode`le, qu’elles soient me´caniques, thermiques ou autres. Il faut savoir qu’ABAQUS
ne prend en compte que les interactions explicitement de´finies, la proximite´ ge´ome´trique n’e´tant
pas suffisante.
Le module LOAD
Le module Load permet de spe´cifier tous les chargements, conditions limites et champs. Il faut
savoir que les chargements et les conditions limites sont de´pendants des steps, par exemple une
force est applique´e au step 1 mais inactive au step 2.
Le module MESH
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Ce module contient tous les outils ne´cessaires pour ge´ne´rer un maillage e´le´ment fini sur un
assemblage.
Le module JOB
Une fois que toutes les taˆches de de´finition du mode`le ont e´te´ re´alise´es, il faut utiliser le module
Job pour analyser ce mode`le. ABAQUS va alors re´aliser tous les calculs ne´cessaires et en tirer des
re´sultats.
Le module VISUALIZATION
Ce module permet de visualiser le mode`le et les re´sultats, les courbes de charges, les de´formations...
Le module SKETCH
Ce module permet de cre´er des formes bidimensionnelles qui ne sont pas associe´s a` un objet. Il
peut eˆtre utilise´ pour des extrusions par exemple.
Les huit premiers sous-modules servent a` de´finir le proble`me me´canique a` simuler. Le module
Job est celui qui ge`re le passage du calcul de simulation proprement dit, c’est-a`-dire le coeur du
code. Enfin, le dernier module regroupe tout ce qui concerne l’exploitation des re´sultats sous forme
de diverses visualisations.
Annexe G
Coder une user subroutine
Les sous-programmes utilisateur doivent eˆtre e´crits avec grand soin. Afin d’assurer leur mise
en oeuvre re´ussie, les re`gles et les directives ci-dessous doivent eˆtre suivies :
– INCLUDE obligatoires : Chaque sous-programme utilisateur Abaqus / Standard doit inclure
la de´claration aba param.inc que la premie`re de´claration apre`s la liste des arguments. Si les
variables sont e´change´es entre le sous-programme utilisateur principal et les sous-programmes
ulte´rieurs, l’utilisateur doit spe´cifier la de´claration ci-dessus dans tous les sous-routines pour
assurer la pre´cision.
– Convention de nomenclature : Si une user subroutine appelle d’autres sous-programmes (su-
broutine) ou utilise des blocs COMMON pour transmettre des informations, alors les sous-
routines ou blocs COMMON doivent commencer par la lettre K puisque cette lettre n’est
jamais utilise´e pour de´marrer le nom d’un sous-programme ou bloc commun dans Abaqus.
– Rede´finir les variables : Les routines utilisateur doivent remplir leur fonction sans e´craser les
autres parties d’Abaqus. En particulier, il faut rede´finir seulement les variables identifie´es
dans ce chapitre comme des variables a` de´finir. Rede´finir les variables passe´es aura des effets
impre´visibles.
– Compilation
– Test
– Instruction de fin d’une analyse : L’utilitaire de routine XIT (Abaqus / Standard) ouXPLB−
EXIT (ABAQUS / Explicit) peut eˆtre utilise´ au lieu de stop en cas d’interruption d’une
analyse a` partir d’un sous-programme. Cela permettra d’assurer que tous les fichiers associe´s
a` l’analyse sont correctement ferme´s.
– Nume´ros de noeuds et de l’e´le´ment : Les nume´ros des noeuds et des e´le´ments transmis a` une
user subroutine sont des nume´ros internes ge´ne´re´s par Abaqus. Ces chiffres sont de nature
globale ; tous les noeuds internes et les nume´ros des e´le´ments sont uniques.
– Re´glage des noms de surface : Les noms de surface transmis a` une user subroutine sont
toujours pre´ce´de´s par le nom de l’assemblage et le nom de ”part instance”. Par exemple, une
surface nomme´e surf1 appartenant a` une partie Part1− 1 dans l’assemblage Assembly1 sera
transmise a` un user subroutine sous cette forme Assembly1− Part1− 1− surf1
– Variables d’e´tat Solution-de´pendant : Il s’agit des valeurs qui peuvent e´voluer avec la solution
d’une analyse.
– De´finition et mise a` jour : N’importe quel nombre de variables d’e´tat Solution-dependent
peut eˆtre utilise´ dans les user subroutine d’utilisateurs suivantes : CREEP, UEL, UMAT,
UGENS, UEXPAN..... Les variables d’e´tat peuvent eˆtre de´finies comme une fonction d’autres
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variables figurant dans ces subroutines et peuvent eˆtre mises a` jour en conse´quence. Les
variables d’e´tat solution-de´pendant ne doivent pas eˆtre confondues avec les variables locales,
qui peuvent e´galement eˆtre ne´cessaires dans les routines de comportement et peuvent varier
avec le temps.
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